МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ
ВЯТСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ГУМАНИТАРНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Математический факультет
Кафедра алгебры и геометрии
Выпускная квалификационная работа
Полуполя, являющиеся простыми расширениями с помощью комплексного числа
Выполнил 
студент 5 курса
математического факультета
Чупраков Дмитрий Вячеславович
_____________________/подпись/

Научный руководитель:
д.ф-м.н., профессор Е.М. Вечтомов
_____________________/подпись/

Рецензент: 
к.ф-м.н., доцент В.В. Чермных

_____________________/подпись/




Допущена к защите в ГАК 
Зав. кафедрой ______________________д.ф-м.н., профессор Е.М. Вечтомов
                                      (подпись)                                “__” _________

Декан факультета _____________________к.ф-м.н., доцент В.И. Варанкина
                                      (подпись)                                “__” _________

Киров 
2005

21

[bookmark: _Toc105425683]Содержание
Содержание	2
Введение	3
Глава 1.	5
1.1. Базовые понятия и факты	5
1.2. Простое расширение Q+(a)	5
1.3. Минимальное соотношение алгебраического элемента над полуполем рациональных неотрицательных чисел	7
Глава 2. Однопорожденные полуполя	9
2.1. Структура простого расширения полуполя неотрицательных рациональных чисел	9
2.2. Расширения полуполя неотрицательных действительных чисел комплексным числом	11
2.3. Расширения полуполя неотрицательных рациональных чисел комплексным числом	12
2.4. Примеры	20
Литература	22

[bookmark: _Toc105425684]
Введение
Теория полуполей – одно из интенсивно развивающихся разделов общей алгебры, являющейся обобщением теории полей. Одним из основных способов исследования полей является построение их расширений. Поэтому естественно исследовать расширения полуполей. Эта проблема освещена в статье А.В.Ряттель [3] и диссертации И.И.Богданова. Но в них рассматриваются случаи упорядочиваемых расширений. Интересно рассмотреть неупорядочиваемые расширения. Этому вопросу посвящена данная квалификационная работа
Целью квалификационной работы является исследование однопорожденных расширений полуполей неотрицательных рациональных чисел и неотрицателных действительных чисел комплексным числом на предмет выявления признаков и свойств, позволяющих упростить поиск расширений, являющихся полуполями.
Выпускная квалификационная работа состоит из двух глав. В главе 1 представлены предварительные сведения, необходимые для изучения однопорожденных расширений полуполей. Глава 2 посвящена исследованию однопорожденных расширений полуполей. 
В работе принята сквозная тройная нумерация теорем и лемм, где первое число – номер главы, второе – номер параграфа, третье – номер в параграфе. Например, теорема 2.1.1 – первая теорема первого параграфа второй главы. 
Основными результатами работы являются:
· Теорема 2.2.1. Любое расширение , где , является полем С.
· Теорема 2.3.1. Если , то  – поле тогда и только тогда, когда Q+(-a2) – поле, позволяющая выявлять полуполя вида .
· Теорема 2.3.6. Если минимальный многочлен f-g порождает полуполе то, он либо имеет положительный действительный корень, либо корень , такой что  и последовательность (**), заданная числами p и q, не содержит отрицательных элементов.
Последовательность 	 задается следующим образом:
	
Эта теорема помогает сократить область поиска расширений, являющихся полуполями.
· Теорема 2.3.7. Для комплексных чисел  расширение , минимальное соотношение которого имеет положительный корень, является полуполем.
[bookmark: _Toc105425685]
Глава 1. 
[bookmark: _Toc105425686]1.1. Базовые понятия и факты
Определение: Алгебра <P, +, > называется полуполем, если
(1) <Р, +> – коммутативная полугруппа с 0;
(2) <Р, > – группа с 1;
(3) Дистрибутивность
a. 
b. 
(4) 

Не сложно показать, что Q+ является полуполем.
Определение: Пусть Р – подполуполе полуполя F, , тогда простым расширением полуполя P с помощью элемента a называется наименьшее подполуполе полуполя F, содержащее множество P и элемент a. Простое расширение P с помощью a обозначается P(a).
[bookmark: _Toc105425687]1.2. Простое расширение Q+(a)
Теорема 1.2.1. Произвольное полутело либо аддитивно идемпотентно, либо содержит копию Q+ в качестве полутела.
Доказательство. Предположим, что S – неидемпотентное полутело, т.е. найдется такой ненулевой элемент sS, что s+ss. Откуда 
.
Рассмотрим суммы единиц. Через  обозначим сумму k единиц (при kN). Так как любое полутело является антикольцом, то . Покажем, что суммы различного числа единиц в S различны. Допустим от противного, что  при некоторых натуральных m<n. Положим l=n-mN. Тогда . Прибавляя к обеим частям этого равенства элемент , получим
.
Применяя эту процедуру несколько раз, будем иметь
 для любого tN.
По свойству Архимеда, найдется такое tN, что tl>n. При k=tl имеем  и n<k. Тогда
.
Откуда 1=1+1 (). Получили противоречие.
Следовательно, полутело S содержит аддитивную копию N. Но тогда S содержит и частные сумм 1, т.е. содержит копию полуполя Q+, причем, очевидно, операции в Q+ и S согласованы.
■

Теорема 1.2.2. - простое расширение полуполя Q+.
Доказательство. Заметим, что Q+(a) – полуполе. Кроме того, а  Q+(a). Это не сложно увидеть, взяв . Очевидно .
Предположим, что есть полуполе P меньшее Q+(a), содержащее а и Q+. Тогда оно содержит все выражения вида . Так как P – полуполе, то . Таким образом, . Так как P – минимальное полуполе, то . То есть, –простое расширение полуполя Q+. 
■
Аналогично доказывается следующее утверждение.
Теорема 1.2.3. - простое расширение поля Q.
[bookmark: _Toc105425688]1.3. Минимальное соотношение алгебраического элемента над полуполем рациональных неотрицательных чисел
Пусть а – алгебраическое число. Тогда минимальный многочлен F числа а имеет степень ≥ 1. Тогда обозначим через f многочлен, составленный из положительных одночленов многочлена F, а многочлен g составим из отрицательных членов, взятых с противоположными знаками. Тогда . , тогда . 
Покажем, что любое равенство  получается из , где . Заметим, что , так как а – корень , а  – минимальный многочлен для a. Представим , где  составлен из положительных одночленов многочлена h, а  ‑ составлен из отрицательных одночленов многочлена h, взятых с противоположным знаком. Таким образом,

Приведем подобные члены в паре , и найдем такой , что 
,  
не имеют подобных членов. 
Аналогично найдем , что 
 и
 
не имеют подобных членов. 
Получаем

Так как  не имеют подобных членов и  не имеют подобных членов, то 
,    или
, .

Найдем значения этих многочленов в точке а. 
,.
Итак, 
,
.
То есть,  тогда и только тогда, когда . 
Будем говорить, что Q+(a) порождается минимальным соотношением .

[bookmark: _Toc105425689]
Глава 2. Однопорожденные полуполя
[bookmark: _Toc105425690]2.1. Структура простого расширения полуполя неотрицательных рациональных чисел
Для простого расширения  справедливы следующие теоремы.
Теорема 2.1.1. Пусть  простое расширение , a – алгебраический элемент над . Тогда эквивалентны следующие утверждения:
(1)  – поле;
(2) ;
(3) ;
(4) ;
(5) .
Доказательство.
· (1)(2): Пусть  – поле. Так как  - простое расширение поля Q элементом a. То . Однако, . Таким образом, .
· (2)(3): Заметим, что достаточно показать, что 
.
Пусть его нет, тогда покажем, что никакой ненулевой элемент  не будет обратим. Рассмотрим 
 и
,
тогда 
.
По предположению, этот многочлен – тождественный ноль. А значит. . Так как , то . То есть, оба многочлена – нулевые. Мы же брали ненулевой многочлен b. Это показывает справедливость (3).
· (3)(4): Пусть , тогда . Так как (f – g)(a) = 0, то h(a) = 0.
· (4)(5): Пусть , покажем, что .
Так как h(a)=0, то . Покажем, что . Рассмотрим 
.
Если b0≠0, то 
.
Если h0=0, то 
.
Так как a≠0, то 
.
Тогда 
.
Итак, .
· (5)(1): Пусть , покажем, что Q+(a) – поле. Действительно, мы знаем, что Q+(a) – полуполе. Рассмотрим bQ+(a), тогда . b + (‑b)=0. То есть, Q+(a) – поле.
Итак, мы показали, что все утверждения равносильны. 	■
Доказанный факт влечет следующую теорему.


Теорема 2.1.2. Пусть Q+(a) простое расширение Q+, a – алгебраический элемент над Q+. Тогда эквивалентны следующие утверждения:
(1) Q+(a) –полуполе;
(2) ;
(3) ;
(4) ;
(5) .
Доказательство. Несложно установить равносильность утверждений (1) ‑ (4), исходя из предыдущей теоремы. Докажем условие равносильность их утверждению (5).
Из условия (5) следует, что никакой элемент не обратим по сложению. Тогда Q+(a) не является полем, а значит Q+(a) – полуполе. Докажем, что из (3) следует (5). Действительно, согласно условию (3), 
(hQ+[a], h≠0) h(a)≠0.
То есть, если h(a)=0, то h=0. Пусть h(a)=(x+y)(a)=0. Тогда 
. 
Тогда (xi+yi)=0.
Так как xiQ+ и yiQ+, то xi=yi=0. А значит, x=y=0.
Теорема доказана. 
■
[bookmark: _Toc105425691]2.2. Расширения полуполя неотрицательных действительных чисел комплексным числом
Теорема 2.2.1. Любое расширение , где , является полем С.
Доказательство. Пусть ,  и при a > 0. Тогда  находится строго в первой или четвертой четверти комплексной плоскости.
Очевидно, существует натуральное n, что  лежит строго во второй или третьей четверти. То есть, , где c < 0, . Значит, и . По теореме 2.1.1,  – поле. Очевидно, что . То есть,  является полем С. 
Аналогично рассматривается случай 	■

[bookmark: _Toc105425692]2.3. Расширения полуполя неотрицательных рациональных чисел комплексным числом
Теорема 2.3.1. Если , то  – поле тогда и только тогда, когда Q+(-a2) – поле.
Доказательство. По теореме 2.1.1 Q+(ai) – поле равносильно существованию 
f0, f(ai)=0.
Так как все степени aiQ+(ai). Рассмотрим некоторый многочлен 
.
Равенство выполняется тогда и только тогда, когда действительная и мнимая часть равны нулю.
То есть,


Это верно тогда и только тогда, когда Q+(-a2) – поле.
Получили, что Q+(ai) – поле тогда и только тогда, когда Q+(-a2) – поле. 	■
Как следствие получаем более ценные утверждения.
Следствие 1. Если , то Q+(ai) – полуполе тогда и только тогда, когда Q+(-a2) – полуполе.
Следствие 2. Если  и Q+(-b2) – полуполе, aQ+(-b2), то Q+(a + bi) – полуполе.

Теорема 2.3.2. Пусть  – комплексный корень квадратного трехчлена f(x) неприводимого над Q. Тогда  – полуполе в том и только том случае, когда f(x) имеет положительный действительный корень.
Доказательство. Пусть  удовлетворяет минимальному соотношению, являющемуся квадратным уравнением без положительных корней. Тогда , где D – дискриминант минимального соотношения.
Рассмотрим минимальный многочлен, соответствующий данному минимальному значению. Он имеет вид . Если b, c ≥ 0, то имеем многочлен из . Пусть многочлен имеет два отрицательных корня, тогда , . То есть . Если многочлен не имеет действительных корней, то 
 						(*)
То есть, . 
Рассмотрим . 
При  получаем многочлен из Q+[x]. Пусть . Введем обозначения:
, , ,
, , .
Тогда многочлен примет вид . Умножим его на , получим многочлен . Если , то это искомый многочлен иначе умножим его на . 
Докажем, что, проделав такую операцию достаточно большое количество раз, мы получим многочлен из Q+. Докажем, что найдется такие k, что . При этом . Для начала найдем дискриминант уравнения . 

То есть, дискриминант Dl+1 имеет тот же знак, что и Dl. Так как D0<0, то пользуясь методом математической индукции заключаем, что любой дискриминант Dl<0. 
Рассмотрим неравенство , подставим , . Получим 
.
То есть, 
.
Зная, что  заметим 
.

Итак, для доказательства нам достаточно установить, что 
.
То есть,
.
Пусть аналогичными рассуждениями мы установили, что нам достаточно доказать неравенство 
.
Тогда 
.
Раскрывая скобки и приводя подобные слагаемые, получим, что 
.
Используя оценку и деля на положительный элемент , получаем 
.
Обозначим . Рассмотрим отображение , заданное по правилу . При , . Отображение является сжимающим. Оно имеет единственную неподвижную точку. Найдем ее: . Откуда . Заметим, что . Последовательность стремится к 4. То есть, нам достаточно установить, что , а это следует из (*). Итак, мы доказали, что . То есть, мы нашли такой многочлен, , что . Итак, мы доказали, что если  удовлетворяет минимальному соотношению, являющемуся квадратным уравнением без положительных корней, то  – поле. 	■
Следствие 1. Если  – мнимый корень квадратного трехчлена, то  ‑ поле.
Следствие 2. Любое простое расширение  является полем , порожденным минимальным соотношением 2 степени. 
Доказательство.
Заметим, что . Покажем, что для любого aQ найдется такой квадратный многочлен , что  - его корень многочлена. Для этого достаточно представить . Возьмем такой , что , тогда . Очевидно, . Таким образом, нам удалось найти многочлен из . То есть,  - поле. 	■

Рассмотрим последовательность действительных чисел :
		(**)
Будем говорить, что последовательность  задается числами p и q.
Лемма 2.3.3. Существует n, что .
Доказательство. Пусть . Покажем, что последовательность  убывающая. 
,
то есть . 
Пусть , тогда 

Так как ,  то 
Пользуясь методом математической индукции, заключаем, что , то есть  - убывающая.
Так как  - монотонно убывающая и ограничена снизу 0, то существует . Тогда .
То есть, . Но тогда 
,
,
что невозможно для . То есть, .	■

Лемма 2.3.4. Если , то существует , что .
Доказательство. Запишем а и b в виде десятичных дробей: 
,  Так как , то существует k, что  и . 
Тогда . Рассмотрим число . 

То есть, .	■

Теорема 2.3.5. Если  и , то 
.
Доказательство. По лемме 2.3.3, . Пусть .
Если n=1, то . Рассмотрим .

То есть, 
.
Так как . По лемме 2.3.4 . Тогда 
.
Рассмотрим n > 1.
Пусть . 
Покажем, что 
Раскроем скобки и сгруппируем члены при xj.

То есть,


Заметим, что . Для существования , по лемме 2.3.4, достаточно выполнения условий  и , то есть, . Обозначим . Так как , то  и . Для существования  достаточно доказать существование  и . То есть, . Обозначим . Повторим эту операцию n-2 раза. Получим, что . По лемме 2.3.4,  существует, если  и . Эти условия следуют из того, что  и . 
Таким образом, доказано существование 
	■
Теорема 2.3.6. Если минимальный многочлен f-g порождает полуполе то, он либо имеет положительный действительный корень, либо корень , такой что  и последовательность (**), заданная числами p и q, не содержит отрицательных элементов.
Доказательство. Пусть многочлен f-g не имеет положительных действительных корней, и для всех корней вида , где , последовательность (**), заданная числами p и q, содержит отрицательный элемент. Тогда, по теореме 2.3.5, для каждого множителя вида  существует многочлен , что . Рассмотрим многочлен .  так как  и . Кроме того , а остальные множители многочлена  имеют вид  или . То есть, . Таким образом . По теореме 2.1.1, минимальный многочлен порождает поле. 	■
Теорема 2.3.7. Для комплексных чисел  расширение , минимальное соотношение которого имеет положительный корень, является полуполем. 
Доказательство. Пусть a' – положительный корень минимального соотношения. Предположим, что  – поле. Тогда существует многочлен f с положительными коэффициентами, делящийся на минимальный многочлен. Значит f(a')=0. Но . Значит a' – не является корнем многочлена f. То есть  – полуполе. 	■
[bookmark: _Toc105425693]2.4. Примеры
1. Рассмотрим . Оно удовлетворяет минимальному соотношению . По теореме 2.3.7,  - полуполе. Аналогично доказывается, что  – полуполе. 
2.  – полуполе. Для доказательства нужно воспользоваться теоремой 2.3.1. 
3. Покажем, что  – полуполе. Во-первых, заметим, что . Рассмотрим . По теореме 2.3.7,  ‑ полуполе. Тогда, по теореме 2.3.1,  – полуполе. . То есть,  – полуполе.
4. , минимальное соотношение которого имеет вид , есть полуполе. Действительно, многочлен  имеет положительный корень, а значит  - полуполе.

Теперь приведем примеры полей.
5.  является полем, потому что его минимальный многочлен имеет вид .
6.  Пусть  удовлетворяет минимальному соотношению . Его минимальный многочлен  делит . То есть,  – поле. Несложно видеть, что . Итак, .
7. Пусть  удовлетворяет минимальному соотношению . Тогда  – поле.
8. Пусть  , если , то  – поле. Так как , то  Если  , то . Рассмотрим последовательность (**), порожденную p и q. . По теореме 2.3.7,  – поле.
[bookmark: _Toc105425694]
Литература
1. Вечтомов Е.М. Введение в полукольца. – Киров: Изд-во Вятского гос. пед. ун-та, 2000
2. Вечтомов Е.М. О свойствах полутел // Матем. вестник педвузов Волго-Вятского региона. – 2001, вып. 3. – Киров: Изд-во Вят. гос. пед. ун-та. – С. 11-20.
3. Ряттель А.В. Однопорожденные полукольца с делением // Матем. вестник педвузов Волго-Вятского региона. – 2002, вып. 4.– Киров: Изд-во Вятского госпедуниверситета. – С. 39-45.
[bookmark: _GoBack]
image3.wmf
a

Î

R


image93.wmf
1()

Qa

+

-Î


image94.wmf
0()

a

+

Î

Q


image95.wmf
1()

a

+

-Î

Q


image96.wmf
2

012

()...

n

n

hahhahaha

=++++


image97.wmf
1()1()

haa

+

-=-Î

Q


image98.wmf
21

123

()(...)

n

n

haahhahaha

-

=++++


image99.wmf
21

1123

()...0

n

n

hahhahaha

-

=++++=


image100.wmf
1

1()1()

haa

+

-=-Î

Q


image101.wmf
1()

a

+

-Î

Q


image102.wmf
1()

a

+

-Î

Q


image4.wmf
()

ai

+

Q


image103.wmf
1()

bba

+

-=-×Î

Q


image104.wmf
()()

aa

+

Ì

QQ


image105.wmf
([],0)()|

hxhfgh

+

"Î¹-

/

Q


image106.wmf
1()

a

+

-Ï

Q


image107.wmf
(,[],0)0

xyaxyxy

+

Î+===

Q


image108.wmf
0011

0()()...()

n

nn

hxyxyaxya

==++++++


image109.wmf
abi

a

=+


image110.wmf
0

b

¹


image111.wmf
a


image112.wmf
n

a


image5.wmf
()

Qai

+


image113.wmf
n

cdi

a

=+


image114.wmf
0

d

¹


image115.wmf
()

c

a

+

-Î

R


image116.wmf
2

2

()

1()

n

c

d

a

a

+

-

-=Î

R


image117.wmf
()

a

+

R


image118.wmf
()

i

a

+

Î

R


image119.wmf
0

a

£


image120.wmf
22

1

22

00

(1)(1)0

nn

jjjj

jj

jj

qaaiqa

êúêú

-

ëûëû

==

æö

ç÷

---=

ç÷

èø

åå


image121.wmf
2

2

2

0

1

2

0

(1)0

(1)0

n

n

jj

j

j

jj

j

j

qa

qa

êú

ëû

=

êú

-

ëû

=

ì

-=

ï

ï

í

ï

-=

ï

î

å

å


image122.wmf
2

2

2

0

1

2

0

()0

()0

n

n

jj

j

j

j

j

j

qa

qa

êú

ëû

=

êú

-

ëû

=

ì

-=

ï

ï

í

ï

-=

ï

î

å

å


image6.wmf
pqi

a

=+


image123.wmf
,

ab

Î

R


image124.wmf
a


image125.wmf
()

a

+

Q


image126.wmf
()

a

+

Q


image127.wmf
()[]

QD

a

+

=

Q


image128.wmf
2

,,

xbxcbc

++Î

Q


image129.wmf
[]

x

+

Q


image130.wmf
12

()

bxx

+

=-+Î

Q


image131.wmf
12

cxx

+

=Î

Q


image132.wmf
2

[]

xbxcx

+

++Î

Q


image7.wmf
,

pq

+

Î

R


image133.wmf

image134.wmf
2

40

Dbc

=-<


image135.wmf
2

0,4

cbc

><


image136.wmf
224222

()()(2)

xbxcxbxcxcbxc

++-+=+-+


image137.wmf
2

2

bc

£


image138.wmf
2

24

cbc

<<


image139.wmf
0

xx

=


image140.wmf
0

bb

=


image141.wmf
0

cc

=


image142.wmf
2

1

ii

xx

-

=


image8.wmf
{}

i

a


image143.wmf
2

11

2

iii

bcb

--

=-


image144.wmf
2

1

ii

cc

-

=


image145.wmf
22

1101

xbxc

++


image146.wmf
22

1101

xbxc

-+


image147.wmf
22

2222

xbxc

++


image148.wmf
2

0

b

>


image149.wmf
22

2222

xbxc

-+


image150.wmf
2

2

kk

cb

>


image151.wmf
2

2

ll

lkcb

"<<


image152.wmf
4222

(2)0

lllll

xcbxc

+-+=


image9.wmf
22

01

,;2,;,

i

i

b

aaaaapbpqpqR

a

+

+

==-==+Î


image153.wmf
2242222

1

(2)44(4)

llllllllll

DcbcbbcbbcbD

+

=--=-=-=


image154.wmf
2

2

kk

cb

>


image155.wmf
2

11

2

kkk

bcb

--

=-


image156.wmf
2

1

kk

cc

-

=


image157.wmf
222224

1111111

2(2)44

kkkkkkk

ccbccbb

-------

>-=-+


image158.wmf
224

1111

240

kkkk

ccbb

----

-+<


image159.wmf
2

2

ii

ikcb

"<<


image160.wmf
22442

1111111

243

kkkkkkk

ccbbbcb

-------

-+<-


image161.wmf
42

111

30

kkk

bcb

---

-<


image162.wmf
2

11

3

kk

bc

--

<


image10.wmf
a


image163.wmf
2

jtj

bwc

<


image164.wmf
222

111

(2)

tjjj

wccb

---

>-


image165.wmf
224

1111

(4)40

tjjjj

wccbb

----

--+<


image166.wmf
2

2

ll

lkcb

"<<


image167.wmf
2

1

j

b

-


image168.wmf
2

11

4

2

t

jj

w

bc

--

+

<


image169.wmf
1

4

2

t

t

w

w

+

+

=


image170.wmf
:[2,4][2,4]

J

®


image171.wmf
4

()

2

x

x

J

+

=


image172.wmf
[2,4]

x

Î


image11.wmf
()

Q

a

+


image173.wmf
()[3,4]

x

J

Î


image174.wmf
4

2

x

x

+

=


image175.wmf
4

x

=


image176.wmf
1

()

tt

ww

J

+

=


image177.wmf
{}

w


image178.wmf
2

00

4

bc

<


image179.wmf
2

2

kk

kcb

$>


image180.wmf
2

(),()[]

kkkkkk

fxxbxcfxx

+

=++Î

Q


image181.wmf
()0

k

f

a

=


image182.wmf
()

a

+

Q


image12.wmf
(,,)()

abcPabcabac

"Î×+=×+×


image183.wmf
()

a

+

Q


image184.wmf
a


image185.wmf
()

a

+

Q


image186.wmf
(),

aa

Î

QQ


image187.wmf
(')

a

+

Q


image188.wmf
(,)()()

bcabca

"Î=+

QQQ


image189.wmf
2

[]

xbxcx

+

++Î

Q


image190.wmf
1

22

b

a

-+


image191.wmf
2

4

abc

=-


image192.wmf
b

+

Î

Q


image13.wmf
(,,)()

abcPbcabaca

"Î+×=×+×


image193.wmf
2

ba

>


image194.wmf
2

4

ba

c

-

=


image195.wmf
c

+

Î

Q


image196.wmf
[]

x

+

Q


image197.wmf
11

()()()

2222

bb

aaa

+

-+=-+=

QQQ


image198.wmf
{}

i

a


image199.wmf
22

01

,;2,;,

i

i

b

aaaaapbpqpqR

a

+

+

==-==+Î


image200.wmf
{}

n

a


image201.wmf
0

n

a

£


image202.wmf
,0

k

ka

">


image14.wmf
10

¹


image203.wmf
{}

k

a


image204.wmf
10

bb

aaaa

aa

-=--=-


image205.wmf
10

0

aa

-<


image206.wmf
1

0

kk

aa

-

-<


image207.wmf
(

)

11

11

kkkk

kkkk

bbb

aaaaaa

aaaa

+-

--

-=--+=-


image208.wmf
1

0

kk

b

aa

-

>


image209.wmf
1

0

kk

aa

-

-<


image210.wmf
1

0

kk

aa

+

-<


image211.wmf
1

,0

kk

kaa

+

"-<


image212.wmf
{}

k

a


image15.wmf
aF

Î


image213.wmf
{}

k

a


image214.wmf
lim()

k

k

ca

®+¥

=


image215.wmf
11

1

lim()lim()

lim()

k

kk

kk

k

bb

caaaba

aac

®+¥®+¥

--

®+¥

==-=-=-


image216.wmf
0

c

¹


image217.wmf
222

20

cpcpq

-++=


image218.wmf
22

()0

cpq

-+=


image219.wmf
cR

+

Î


image220.wmf
,0

k

ka

$£


image221.wmf
ab

<


image222.wmf
q

Î

Q


image16.wmf
1111

11()1

sssssssss

----

+=+=+¹=


image223.wmf
aqb

<<


image224.wmf
012

,......

k

aaaaa

=


image225.wmf
012

,......

k

bbbbb

=


image226.wmf
ab

<


image227.wmf
kk

ab

<


image228.wmf
jj

jkab

"<=


image229.wmf
10

k

ab

+£


image230.wmf
(1)

0121

,...10

k

kk

qaaaa

а

-+

+

=+


image231.wmf
10

k

aqab

<<+£


image232.wmf
aqb

<<


image17.wmf
k


image233.wmf
22

2,;,

apbpqpq

+

==+Î

R


image234.wmf
0

j

ja

$<


image235.wmf
2

[]()()[]

fxxaxbfxx

++

$Î-+Î

QR


image236.wmf
,0

j

ja

$<


image237.wmf
min{:0}

j

nja

=<


image238.wmf
0

b

a

a

-<


image239.wmf
()

fxw

=+


image240.wmf
232

()()()()[]

xaxbxwxwaxbawxbwx

+

-++=+-+-+Î

R


image241.wmf
b

aw

a

££


image242.wmf
0

b

a

a

-<


image18.wmf
0

k

¹


image243.wmf
w

+

$Î

Q


image244.wmf
2

[]()()[]

fxxaxbfxx

++

$Î-+Î

QR


image245.wmf
0

()1,

n

j

jnj

j

fxwxww

+

=

==Î

å

Q


image246.wmf
2

2

0

()();

n

j

jj

j

uRxaxbfxux

+

+

=

$Î-+=

å


image247.wmf
}

2

11

12

110

00

1

{2..}

n

nn

jjjj

u

uwa

ubwawwjn

ubwaw

ubw

+

+-

--

=

ì

ï

=-

ï

ï

=-+Î

í

ï

=-

ï

ï

=

î


image248.wmf
}

1

12

10

0

0

0{2..}

0

0

n

jjj

wa

bwawwjn

bwaw

bw

-

--

-³

ì

ï

-+³Î

ï

í

-³

ï

ï

³

î


image249.wmf
}

1

21

10

0

{2..}

0

n

jjj

wa

wawbwjn

b

ww

a

a

-

--

³

ì

ï

³-Î

ï

ï

í

³

ï

ï

ï

³

î


image250.wmf
1201

b

awbwww

a

-££


image251.wmf
0

0

w

>


image252.wmf
1

0

b

w

a

>


image19.wmf
mn

=


image253.wmf
121

b

awbww

a

-<


image254.wmf
12

b

awbw

a

æö

-<

ç÷

èø


image255.wmf
1

b

aa

a

æö

=-

ç÷

èø


image256.wmf
1

0

a

>


image257.wmf
12

1

b

ww

a

<


image258.wmf
2312

1

b

awbwww

a

-£<


image259.wmf
1

0

w

>


image260.wmf
2

0

w

>


image261.wmf
232

1

b

awbww

a

-<


image262.wmf
123

b

awbw

a

æö

-<

ç÷

èø


image20.wmf
nmlml

=+=+


image263.wmf
21

b

aa

a

æö

=-

ç÷

èø


image264.wmf
1

1

n

n

b

aw

a

-

-

£<


image265.wmf
1

0

n

w

-

>


image266.wmf
1

n

b

a

a

-

<


image267.wmf
1

0

n

b

a

-

>


image268.wmf
1

0

n

n

b

aa

a

-

=-<


image269.wmf
1

0

n

a

-

>


image270.wmf
0

()1,

n

j

jnj

j

fxwx

aa

+

=

==Î

å

Q


image271.wmf
pqi

a

=+


image272.wmf
,

pqR

+

Î


image21.wmf
l


image273.wmf
222

2

j

sxpxpq

=-++


image274.wmf
[]

j

fx

+

Î

Q


image275.wmf
[]

jj

sfx

+

Î

R


image276.wmf
()

j

j

ffgf

¢

=-

Õ


image277.wmf
[]

fx

¢

Î

Q


image278.wmf
()[]

fgx

-Î

Q


image279.wmf
[]

j

jfx

"Î

Q


image280.wmf
[]

jj

j

sfx

+

Î

Õ

R


image281.wmf
fg

-


image282.wmf
[]

xax

+

+Î

R


image22.wmf
22

nmlnlmllmlnl

=+=+=++=+=+


image283.wmf
2

[]

xaxbx

+

++Î

R


image284.wmf
[]

fx

+

¢

Î

R


image285.wmf
[][][]

fxxx

++

¢

Î=

I

QRQ


image286.wmf
fg

-


image287.wmf
()

a

+

Q


image288.wmf
0()0

xfx

">>


image289.wmf
()

a

+

Q


image290.wmf
(2)

+

Q


image291.wmf
2

2

a

=


image292.wmf
(2)

+

Q


image23.wmf
nntl

=+


image293.wmf
(2)

+

-

Q


image294.wmf
4

(2)

i

+

Q


image295.wmf
4

(55)

i

+

-+

Q


image296.wmf
2

444

55(5)5

iii

-+=+


image297.wmf
4

(5)

i

+

Q


image298.wmf
(5)

+

-

Q


image299.wmf
4

(5)

i

+

Q


image300.wmf
44

(55)(5)

ii

++

-+Í

QQ


image301.wmf
4

(55)

i

+

-+

Q


image302.wmf
()

a

+

Q


image24.wmf
nnk

=+


image303.wmf
3

apaq

=+


image304.wmf
3

apaq

=+


image305.wmf
()

a

+

Q


image306.wmf
(), 

при 

aa

+-

Î

QQ


image307.wmf
()[]

xax

+

-Î

Q


image308.wmf
()

a

+

Q


image309.wmf
2

1

aa

+=


image310.wmf
2

1

xx

-+


image311.wmf
42

1[]

xxx

+

++Î

Q


image312.wmf
3

1

22

()[]

a

+

-

=+

QQ


image25.wmf
knknnkknknknkk

=+-=++-=++-=+


image313.wmf
3

1

22

[][3]

-

+=-

QQ


image314.wmf
()[3]

a

+

=-

QQ


image315.wmf
()

a

+

Q


image316.wmf
2

420

aa

++=


image317.wmf
()[22][2]

a

+

=-+=

QQQ


image318.wmf
(),

aa

+

Î

QC


image319.wmf
2

arg()

33

pp

a

<<


image320.wmf
()

a

+

Q


image321.wmf
2

arg()

33

pp

a

<<


image322.wmf
||

Re()

2

a

a

<


image26.wmf
11

º


image323.wmf
pqi

a

=+


image324.wmf
22

2

ppq

<+


image325.wmf
22

1

20

2

bpq

aap

ap

+

=-=-<


image326.wmf
()

a

+

Q


image27.wmf
()

()(),()[],()0

()

fa

afxgxxga

ga

++

ìü

=Î¹

íý

îþ

QQ


image28.wmf
(),()1

fxxgx

==


image29.wmf
()()

nna

++

"ÎÎ

QQ


image30.wmf
2

012

...,,

n

ni

aaaaaaaanN

+

++++ÎÎ

Q


image31.wmf
2

012

2

012

...

,,,,

...

n

n

ij

n

m

aaaaaaa

abnmN

bbababa

+

++++

ÎÎ

++++

Q


image32.wmf
()

aP

+

Í

Q


image33.wmf
()

aP

+

=

Q


image34.wmf
()

a

+

Q


image35.wmf
()

()(),()[],()0

()

fa

afxgxxga

ga

ìü

=Î¹

íý

îþ

QQ


image36.wmf
g

f

F

-

=


image37.wmf
()()()0

fagaFa

-==


image38.wmf
)

(

)

(

a

g

a

f

=


image39.wmf
)

(

)

(

a

a

y

j

=


image40.wmf
[],[]

fxgx

++

ÎÎ

QQ


image41.wmf
()

fgh

jy

-=-


image42.wmf
jy

-


image43.wmf
hhh

+-

=-


image44.wmf
h

+


image45.wmf
h

-


image46.wmf
()()()()

fghhfhghfhgh

jy

+-+--+

-=--=+-+


image47.wmf
jy

-


image48.wmf
[]

ux

+

Î

Q


image49.wmf
[]

ux

j

+

-Î

Q


image50.wmf
[]

ux

y

+

-Î

Q


image51.wmf
[]

vx

+

Î

Q


image52.wmf
()[]

fhghvx

+-+

+-Î

Q


image53.wmf
()[]

fhghvx

-++

+-Î

Q


image54.wmf
()()()()

uufhghvfhghv

jy

+--+

---=+--+-


image55.wmf
(),()

uu

jy

--


image56.wmf
(),()

fhghvfhghv

+--+

+-+-


image57.wmf
ufhghv

j

+-

-=+-


image58.wmf
ufhghv

y

-+

-=+-


image59.wmf
uvfhgh

j

+-

-+=+


image60.wmf
uvfhgh

y

-+

-+=+


image61.wmf
()()()()()()()()(()())

auavafahagahafahaha

j

+-+-

-+=+=+


image62.wmf
()()()()()()()()(()())

auavagahafahagahaha

y

+-+-

-+=+=+


image63.wmf
()()(()())()()

afahahauava

j

+-

=++-


image64.wmf
()()(()())()()

agahahauava

y

+-

=++-


image65.wmf
()()

aa

jy

=


image66.wmf
()()

faga

=


image67.wmf
()()

faga

=


image68.wmf
()

a

+

Q


image69.wmf
()

a

+

Q


image70.wmf
+

Q


image71.wmf
+

Q


image72.wmf
()

a

+

Q


image1.wmf
()

a

+

R


image73.wmf
()()

aa

+

=

QQ


image74.wmf
([],0)()|

hxhfgh

+

$Î¹-

Q


image75.wmf
((),0)()0

hahha

+

$Î¹=

Q


image76.wmf
1()

a

+

-Î

Q


image77.wmf
()

a

+

Q


image78.wmf
()

a

Q


image79.wmf
()()

aa

+

Í

QQ


image80.wmf
()()

aa

+

Í

QQ


image81.wmf
()()

aa

+

=

QQ


image82.wmf
([],0)()0

hxhha

+

$Î¹=

Q


image2.wmf
\

a

Î

CR


image83.wmf
[]

a

+

Q


image84.wmf
2

012

()...,

n

ni

babbababab

+

=++++Î

Q


image85.wmf
2

012

()...),

n

ni

babbababab

+

¢¢¢¢¢

-=++++Î

Q


image86.wmf
2

001122

0()()()()()...()

n

nn

bababbbbabbabba

¢¢¢¢

=-=++++++++


image87.wmf
({1,2,...,})0

ii

inbb

¢

"Î+=


image88.wmf
,

ii

bb

+

¢

Î

Q


image89.wmf
0

ii

bb

¢

==


image90.wmf
([],0)()|

hxhfgh

+

$Î¹-

Q


image91.wmf
()()()()

hafgaka

=-×


image92.wmf
([],0)()0

hxhha

+

$Î¹=

Q


