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Введение

Мы знаем, что фигурой пересечения двух прямых является точка, также мы знаем, что фигурой пересечения двух плоскостей является прямая. Кривые поверхности тоже пересекаются. И поэтому цель нашей работы – узнать фигуру пересечения кривых поверхностей.
Данная тема является актуальной, поскольку всегда существует интерес к задачам на построение. В школьном же курсе геометрии не рассматриваются кривые поверхности и случаи их пересечения.
Предметом нашего исследования являются фигуры пересечения кривых поверхностей, а объектом нашего исследования являются сами кривые поверхности.
В работе использованы следующие методы:
· работа с научной литературой
· работа со специальной литературой
· анализ
· синтез

Общие сведения о поверхностях

Поверхность – это геометрическое место линии, движущейся в пространстве по определённому закону. Эту линию называют образующей. Она может быть прямой, тогда образованную ей поверхность относят к классу линейчатых. Если образующая – кривая линия, поверхность считают нелинейчатой. Линию, по которой перемещают образующую, называют направляющей. В качестве последней иногда используют след поверхности.
Определителем поверхности называют совокупность условий, задающих поверхность в пространстве. 
Поверхность считают заданной, если можно построить проекции любой её образующей. Одну и ту же поверхность можно образовать движением различных линий. Например, сфера образуется вращением окружности вокруг её диаметра. 
Рассматриваемые ниже поверхности классифицированы следующим образом.
I. Поверхности вращения линейчатые.
1. Конус.
2. Цилиндр.
3. Однополостный гиперболоид.
II. Поверхности вращения нелинейчатые.
1. Шар.
2. Тор (круговой, параболический, эллиптический).
3. Эллипсоид (вытянутый и сжатый).
4. Поверхность вращения общего вида.
Поверхности вращения линейчатые.
Все поверхности этого класса образованы вращением прямой линии вокруг другой прямой. Две прямые могут занимать относительно друг друга три различных положения. Каждому из них соответствует своя поверхность вращения. 
1. Конус образуют вращением прямой OD вокруг пересекающейся с ней оси Z (рис. 2, а). Координатные плоскости XOZ и YOZ рассекают конус по пересекающимся прямым OD, OE, OK и OF; плоскость XOZ даёт в сечении точку О; плоскость , параллельная XOY, пересекает по окружности (DFEK).
Для построения точки, принадлежащей кривой поверхности, её поверхности располагаем на проекциях линии, лежащей на этой поверхности. 
Конус участвует в образовании формы диаграммы направленности антенны, поверхности положения объекта в пространстве, антенны и её облучателя, диффузора громкоговорителя, резонатора, отражателя радиоволн, электроннолучевых трубок и электронных ламп, световода, деталей вакуумных установок и так далее.
2. Цилиндр образуют вращением прямой ЕD вокруг параллельной ей оси Z (рис. 2, б, в)
Рис. 2 б) в)
Плоскости XOZ и YOZ пересекают его по параллельным прямым ED, FK, NP, LM, а плоскость XOY и ей параллельные – по окружностям DPKM и (ENFL).
Цилиндр применяют при образовании формы волноводов, антенн, амортизаторов приборов, зеркал лазеров, корпусов датчиков и так далее.
Поверхности вращения нелинейчатые.
К этому классу относят в основном поверхности, образованные вращением кривых второго порядка.
1. Сферу образуют вращением окружности вокруг её диаметра (рис. 4). Любая плоскость пересекает сферу по окружности. Очерк фронтальной проекции сферы называют главным меридианом, очерк горизонтальной проекции – экватором. Проекции точки К, лежащей на поверхности сферы, принадлежат проекциям горизонтальной окружности, проведённой на сфере.

Сфера образует форму диаграммы направленности антенн, обтекателя и излучателя антенны, головки микрофона, контактов реле и так далее. Сфера является поверхностью положения объекта в пространстве.
2. Круговой тор образуют вращением окружности вокруг оси, лежащей в плоскости этой окружности и не являющейся её диаметром. Таким образом, сферу можно рассматривать как частный случай тора. Различают тор-кольцо, когда ось вращения не пересекает образующую окружность, и тор-бочку. 
В радиотехнике используют также параболический и эллиптический тор.
Параболический тор образуют вращением параболы вокруг прямой, лежащей в плоскости этой параболы и не являющейся её фокальной осью.
Эллиптический тор образуют вращением эллипса вокруг прямой, лежащей в плоскости этого эллипса и не являющейся его осью. 
Торовые поверхности имеют диаграммы направленности антенн, поверхности положения объекта в пространстве, антенны и их обтекатели, волноводы, резонаторы, громкоговорители и так далее.
3. Эллипсоид образуют вращением эллипса вокруг его малой или большой оси. В первом случае получают сжатый (рис. 5, а), а во втором – вытянутый эллипсоиды вращения (рис. 5, б).

Рис. 5 а) б)
Плоскости XOZ и YOZ пересекают их по эллипсам DE и EF, а плоскость XOY – по окружности DF.
Форму эллипсоида имеют зеркала антенн и лазеров, излучатели антенн, поверхности положения и так далее.
4. Поверхность вращения общего вида образуют вращением произвольной кривой. 

ОБЩИЙ СПОСОБ ПОСТРОЕНИЯ ЛИНИИ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ДРУГОЮ

Общим способом построения линии пересечения одной поверхности другою является нахождения точек этой линии при помощи некоторых секущих поверхностей (для линий пересечения применяется также название «линии перехода», особенно в тех случаях, когда при переходе от одной поверхности к другой нет ярко выраженного пересечения. Для вспомогательных секущих поверхностей встречается название «посредники»). На рисунке 1 слева показано, что поверхности I и II пересечены некоторой поверхностью III; эта вспомогательная поверхность пересекает поверхность I по линии АВ, а поверхность II – по линии CD. Точка К, в которой пересекаются линии АВ и CD, общая для поверхностей I и II, следовательно, принадлежит линии их пересечения. Повторяя такой приём, получаем ряд точек искомой линии.
Применяя указанный общий способ для построения линии пересечения двух кривых поверхностей, мы можем:
1) пересекать поверхности вспомогательными плоскостями;
2) пересекать поверхности вспомогательными кривыми поверхностями (например, сферами).

 
 РИС. 1

В некоторых случаях при решении задач комбинируют применение вспомогательных плоскостей и кривых поверхностей. Следует по возможности подбирать такие вспомогательные поверхности, которые в пересечении с данными поверхностями дают простые для построения линии (например, прямые или окружности).
В общем случае вспомогательные секущие плоскости применяют и для построения линии пересечения кривой поверхности гранной.
Изложенный общий способ построения линии пересечения одной поверхности другою не исключает применения другого способа, если хотя бы одна из этих поверхностей линейчатая: найти точку, в которой прямолинейная образующая одной поверхности пересекает другую поверхность, и, повторяя этот приём для ряда образующих, через найденные точки провести искомую линию. На рисунке 1 справа показано, что через образующую SM поверхности I проведена плоскость III, которая пересекает вторую поверхность (II) по кривой CD; образующая SM пересекает эту кривую в точке К, через которую пройдёт искомая линия пересечения поверхностей I и II.
Это относится и к случаю пересечения кривой поверхности гранной: здесь роль образующих играют ребра гранной поверхности.
Итак, для построения точек линии, получающейся на одной поверхности при пересечении её другой поверхностью, пользуются вспомогательными секущими плоскостями частного и общего положения, кривыми поверхностями, прямолинейными образующими кривых линейчатых поверхностей и рёбрами гранных поверхностей. При этом прибегают к способам преобразования чертежа, если это упрощает и уточняет построение.
При построении точек линии пересечения сначала следует найти те точки, которые обычно называют характерными (для них также применяется название «опорные»). Это точки, проекции которых отделяют видимую часть проекции линии пересечения от невидимой, это проекции точек линии пересечения, наивысших и наинизших по отношению к плоскости π1, ближайших и наиболее удалённых по отношению к зрителю, крайних слева и справа на проекциях линии пересечения.

НЕКОТОРЫЕ ОСОБЫЕ СЛУЧАИ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ДРУГОЮ

1. На рисунке 2 изображены пересекающиеся между собой: а) два цилиндра с параллельными образующими, б) два конуса с общей вершиной. В обоих случаях линиями пересечения поверхностей являются общие образующие этих поверхностей.
Положим, что надо построить проекции прямой, проходящей через точку В на оси проекций и расположенной под углом φ1 по отношению к плоскости π1 и под углом φ2 к плоскости π 2. Известно, что для прямой общего положения φ1+φ2<90градусов.
Геометрическим местом прямых, проходящих через данную точку и составляющих с плоскостью π1 угол φ1, является коническая поверхность вращения, вершина которой находится в данной точке, а образующие составляют с плоскостью π1 угол φ1.


 РИС. 2

Точно также геометрическим местом прямых, проходящих через данную точку и составляющих с плоскостью π2 угол φ2, является коническая поверхность вращения, вершина которой находится в данной точке, а образующие составляют с плоскостью π2 угол φ2.
Очевидно, искомая прямая должна одновременно принадлежать поверхностям обоих конусов, имеющих общую вершину в данной точке, т.е. должна быть линией их пересечения – общей их образующей. Мы получим восемь лучей, выходящих из точки В, отвечающих поставленным условиям (четыре прямых).
На рисунке 3 выполнено построение одного из этих лучей. Первый конус определяется образующей ВА1 и осью, перпендикулярной к плоскости π1, а второй конус – образующей ВА2 и осью, перпендикулярной к плоскости π2. Для построения искомой прямой имеется пока лишь точка В – общая вершина конусов. Вторую точку – точку К – общую для поверхностей этих конусов, мы находим при помощи сферы с центром в точке В.

 
РИС. 3

 Другим примером, когда в процессе некоторого построения используется свойство пересечения двух конических поверхностей с общей вершиной по общей для них прямой линии – образующей, служит построение образующих линейчатой поверхности, называемой цилиндром с тремя направляющими. Положим (рис.4), что в числе направляющих одна прямая АВ и две кривые линии. Если взять точку (К) на прямой направляющей и принять её в качестве общей вершины вспомогательных конических поверхностей, для которых данные кривые служат направляющими, то прямая пересечения этих конических поверхностей, проходя через их вершину, пересечет и их направляющие, то есть окажется прямолинейной образующей цилиндра с тремя направляющими. Очевидно, надо взять ряд точек заданной прямой и выполнить для каждой из них указанное построение, что даст ряд образующих цилиндра с тремя направляющими.
Если для этой поверхности все три направляющие кривые, то указанный способ построения остаётся таким же: точки, служащие вершинами для вспомогательных конических поверхностей, берутся на одной из данных кривых.
2. При взаимном пересечении поверхностей вращения второго порядка получается в некоторых случаях распадения линии пересечения на две плоские кривые второго порядка. Это бывает в тех случаях, когда обе пересекающиеся поверхности вращения (цилиндр и конус, два конуса, эллипсоид и конус и т. п.) описаны вокруг общей для них сферы. В примерах, приведённых на рис. 5, в первых трёх случаях пересечения происходит по эллипсам, в четвёртом – по эллипсу и параболе, а в пятом – по эллипсу и гиперболе.


 РИС. 5

На рис. 6 показаны два цилиндра равного диаметра с пересекающимися осями. Из точки пересечения осей может быть проведена сфера, вписанная в оба цилиндра. Обе поверхности пересекаются по линии, состоящей из двух эллипсов. На рис. 6 справа также изображены два цилиндра равного диаметра, но их оси пересекаются на этот раз не под прямым углом. Линия пересечения составлена из половин двух эллипсов.
Изображённые на рис. 5 и 6 кривые пересечения поверхностей проецируются на фронтальную плоскость проекций в виде прямолинейных отрезков, так как общая плоскость симметрии для каждой пары рассмотренных поверхностей расположена параллельно плоскости π2.



В рассмотренных примерах имеет место двойное соприкосновение двух пересекающихся поверхностей второго порядка, то есть наличие у этих поверхностей двух точек прикосновения, а следовательно, и двух плоскостей, каждая из которых касается обеих поверхностей в общей их точке. Приведём без доказательств следующие два положения, на которых основаны указанные выше построения: 1) поверхности второго порядка, имеющие двойное соприкосновение, пересекаются между собой по двум кривым второго порядка, причём плоскости этих кривых проходят через прямую, определяемую точками прикосновения; 2) две поверхности второго порядка, описанные около третьей поверхности второго порядка (или в неё вписанные (например, два сжатых эллипсоида вращения, вписанных в сферическую поверхность)), пересекаются между собой по двум кривым второго порядка. Второе положение, известное под названием теоремы Монжа, вытекает из первого.

 

На основании изложенного можно найти круговые сечения эллиптического конуса и эллиптического цилиндра. Пример дан на рис. 7. Взята некоторая сфера так, чтобы она имела двойное соприкосновение с поверхностью эллиптического конуса. В пересечении сферы с конусом получаются две плоские кривые – окружности в профильно-прецирующих плоскостях γ и α, дают две системы круговых сечений эллиптического конуса.
3. Соосные поверхности вращения (т. е. поверхности с общей осью) пересекаются по окружностям. На рис. 8 даны три примера: а) цилиндр и конус, б) сжатый эллипсоид и усечённый конус, в) две сферы. Во всех этих примерах даны лишь фронтальные проекции, причем общая ось поверхностей расположена параллельно плоскости π2. Поэтому окружности, получаемые при пересечении одной поверхности другою, проецируются на π2 в виде прямолинейных отрезков. 


РИС. 8

За ось сферы можно принять любой её диаметр. Поэтому пересекающиеся сферы рассматриваются как соосные поверхности вращения. Также в качестве соосных поверхностей могут быть рассмотрены изображенные на рис. 9 цилиндр и сфера, конус и сфера, некоторая поверхность вращения и сфера. Оси цилиндра, конуса и поверхности вращения проходят через центры сфер. Пересечение происходит по окружностям.
На рис. 10 даны примеры изображения соосных поверхностей вращения и встречных сверлений одного и того же диаметра из практики машиностроительного черчения. Поверхности обозначены буквами: Т – круговое кольцо, К – конус, Ц – цилиндр, Сф – сфера; полученные в пересечении линии обозначены буквами: О – окружность, Э – эллипс. Эти линии проецируются в виде прямолинейных отрезков, тук Кук оси поверхностей параллельны плоскости проекций (в данном случае плоскости π2).


 РИС. 10

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате нашего исследования мы:
· Расширили свои представлении о взаимном расположении поверхностей в пространстве
· Изучили возможные фигуры пересечения поверхностей в пространстве
· Научились строить линии пересечения кривых поверхностей
Я считаю, что данная работа полезна ученикам, интересующимся математикой, и может быть использована на факультативных занятиях по геометрии.
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