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Постановки задач о теплообмене между твердым телом или некоторой системой и окружающей средой рассматриваются с точки зрения соотношений причина—следствие. При этом к причинным характеристикам теплообменного процесса в теле (системе) в соответствии с принятой моделью отнесем граничные условия и их параметры, начальные условия, теплофизические свойства, внутренние источники тепла и проводимости, а также геометрические характеристики тела или системы. Тогда следствием будет то или иное тепловое состояние, определяемое температурным полем исследуемого объекта.
Установление причинно - следственных связей составляет цель прямых задач теплообмена. Наоборот, если по определенной информации о температурном поле требуется восстановить причинные характеристики, то имеем ту или иную постановку  обратной задачи теплообмена.
Постановки обратных задач, в отличие от прямых, не соответствуют физически реализуемым событиям. Например, нельзя обратить ход теплообменного процесса и тем более изменить течение времени. Таким образом, можно говорить о физической некорректности постановки обратной задачи. Естественно, что при математической формализации она проявляется уже как математическая некорректность (чаще всего неустойчивость решения) и обратные задачи представляют собой типичный пример некорректно поставленных задач в теории теплообмена.
         Граничная ОЗТ — восстановление тепловых условий на границе тела. К этому типу задач отнесем также задачу, связанную с продолжением решения уравнения теплопроводности от некоторой границы, где одновременно заданы температура Т( х*, т) и плотность теплового потока q( х*, т);     





 Организация охлаждения конструкции камер сгорания является одним из важнейших вопросов проектирования и по сравнению с другими типами тепловых машин усложняется тем, что тепловые процессы протекают при высоких температурах К и давлениях. Так как высокотемпературные продукты сгорания движутся по камере с очень большой скоростью, то резко возрастают коэффициент конвективной теплоотдачи от горячих продуктов сгорания к стенкам камеры и конвективные тепловые потоки  , доходящие в критическом сечении сопла до 23,26 - 69,78. Кроме того, теплообмен в конструкции характеризуется высоким уровнем радиации в камере, что приводит к большим лучистым тепловым потокам    /13/. 

    Вследствие мощных суммарных конвективных и лучистых тепловых потоков в стенке камеры температура ее может достигать значений превышающих (1000 - 1500С. Величина этих потоков определяется значениями режимных параметров, составом продуктов сгорания в ядре газового потока и в пристеночном слое, а также температурой внутренней поверхности конструкции. Из-за изменения диаметра проточной части по длине теплопровод от продуктов сгорания оказывается неравномерным. Неравномерным является также распределение температуры по периметру, обусловленное изменением состава продуктов сгорания.
    Коэффициент теплоотдачи от продуктов сгорания определяется с учетом совместного воздействия конвективного и лучистого теплового потоков в соответствующем сечении конструкции узла по значениям параметров (давление, состав и температура продуктов сгорания в ядре газового потока и в пристеночном слое) на установившемся режиме эксплуатации /13/.
     Время выхода рассматриваемых конструкций на установившийся тепловой режим соизмеримо и может оказаться даже большим времени их работы при эксплуатации. В этих условиях задача определения теплового состояния в период работы сводится к расчету прогрева их под воздействием высокотемпературных продуктов сгорания /1, 2/.
Рассмотрим следующую схему корпуса камеры сгорания.













На поверхности в сечении располагается по две точки замера, расположенных в диаметрально противоположных точках периметра корпуса.
В сечении I - I корпуса сопла можно представить в виде однослойной неограниченной пластины, двухслойной - сечение II - II (Рис.1). 
Расчетные схемы элементов конструкции представлены на рисунке (
I
II
II
I
Рис. 1. Схема корпуса камеры сгорания.
) 2 и 3.
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Рис. 3. Сечение 
II – II 
двухслойной неограниченной пластины.
)

 (
Рис. 2. Сечение I – I однослойной неограниченной пластины.
)

                      
         












Обратная тепловая задача для пластины формулируется следующим образом. Требуется по замерам температуры   и теплового потока  к пластине (рис.2) при X = 0 найти изменения температуры и теплового потока на поверхности X = 1.

    Решение обратной тепловой задачи в такой постановке целесообразно построить с использованием решения задачи Коши /3/.



    В пространстве переменных    задана некоторая   гладкая     поверхность  Г.   С каждой точкой  связывается некоторое направление , некасательное  Г.

    В окрестности поверхности  Г  требуется найти решение уравнения.


                                                                                             

 удовлетворяющего условиям Коши





                   



                                     

                                                                                                           


где    - безразмерные время и координата.
    Нетрудно убедиться, что решение задачи (1), (2), записанное в виде:
       


                                                                        (3)                                                                         

и является искомым /10/.
    Утверждения о существовании решения (3), об аналитичности этого решения и его единственности в классе аналитических функций составляют содержание известной классической теоремы Коши - Ковалевской /11/.








    Решение (13) при заданных      и     позволяет найти искомые изменения температуры   и теплового потока  Однако в такой интерпретации решения (3), где функции  известны из эксперимента  с некоторой заданной погрешностью, необходимо учитывать и тот факт, что вычисление операторов дифференцирования     неустойчиво к возмущениям в исходных данных /12/.
Таким образом, имеем типичную некорректную задачу, для построения устойчивого решения которой необходимо построение регуляризирующих алгоритмов.
Сохраним в решении (3) конечное число слагаемых  N. Введем обозначения 
 

                                                                                                                                      (4)                                                                                        

    Интегрируя (4) получим систему интегральных уравнений Вольтерра первого рода:
                  


              ,                                                                           (5)                                                           

где  k =1, 2, ... , N.                                
    Соотношения для теплового потока в (3) записывается аналогично. В дальнейшем будем считать, что на поверхности  X = 0 теплосъем отсутствует, то есть стенка теплоизолирована. Тогда решение (3) с учетом обозначений (4) записывается в виде
  

                                                                  (6)


    Таким образом, граничные условия при X = 1 восстанавливаются соотношением (6), в котором функции    находятся  из решения интегральных уравнений (5)


                                                                                                  (7)
                                                     
где правая часть задается приближенно, то есть


                  


Здесь  - числовой параметр, характеризующий погрешность правой части уравнения (7).
    Задача (7) является, в общем случаи некорректно поставленной /12/. Наиболее распространенным в настоящее время эффективным регуляризующим алгоритмом для ее решения является алгоритм, основанный на минимизации функционала А.Н.Тихонова /12/.


                                                                                (8)


С последующим выбором параметра регуляризации  по так называемому принципу невязки.



    Например, если  - какая - либо экстремаль функционала (8), реализующая его глобальный минимум при заданном  и фиксированном , то числовой параметр   определяется из условия



                                                                                                                    (9)

    Регуляризующий алгоритм (7) - (9) подробно изучен в /12/ и обладает устойчивостью к малым возмущениям правой части (7).



    Правая часть уравнения (7) при решении формировалась следующим образом.  Функция   характеризующая изменение температуры поверхности, задавалась таблицей.  Начальные условия для    1, 2, … , N-1) находились из соотношения  /3/:


                                                                                                                       (10)


где ,  - распределение температуры, заданное в начальный момент времени. Откуда для равномерного распределения температуры в начальный  момент времени имеет 



                          1, 2, … , N-1                                                                                     (11)

Из анализа теплофизических и геометрических характеристик конструкции камеры сгорания следует возможность представления системы пластин теплового отношения  (рис.1) в виде пластины из теплозащитного покрытия и оболочки, которую можно рассматривать как тепловую емкость. Это дает возможность воспользоваться для построения решения обратной тепловой задачи для заданного узла решением задачи Коши (3). В системе координат, представленной на Рис.1, поверхность при X = 0 будем считать теплоизолированной, то есть

                                                                                                                                       (12)                                               
   

     Кроме этого предположим, система пластин в начальный момент времени прогрета равномерно и, следовательно, начальные условия  для функции   имеют вид (11).
     При сделанных  выше предположениях условия Коши (12) для этой задачи имеют вид
                                                



                                    

                                                                                                   (13)
      

  Где                      
 



                                                


     Подставляя значение   из условия (2) в решение задачи Коши (3) получим
                   

                                                                                                                 (14)     
где       

                                                                            


     Таким образом, решение этой задачи имеет вид
                                                                                                                                                   

                                                   (15)
                                                                                                                                         


где  нам задана, а функции    (n=1, 2, … , N)   определяются из решения                                                               интегральных уравнений Вольтерра первого рода (5) методом регуляризации
(7) - (9).


     Следовательно, искомые величины определяются из решения (4)  с использованием регуляризирующего алгоритма (7) - (9).
     

                       Метод наименьших квадратов.




Пусть функция  задана на  своими значениями в точках . Рассмотрим совокупность функций 



                                                                                                 (16)


линейно независимых на .
Будем отыскивать линейную комбинацию этих функций

                                                                            (17)


так, чтобы сумма квадратов ее отклонений от заданных значений  функции в узлах  имела бы наименьшее возможное значение, то есть величина

                                                                                                                   (18)
принимала бы минимальное значение.
Заметим, что упомянутая сумма является функцией коэффициентов 

                                              .                                                                                   (19)

Поэтому для решения нашей задачи воспользуемся известным приемом дифференциального исчисления, а именно: найдем частные производные функции по всем переменным и приравняем их нулю:

                 
где 

                                   
Отсюда видим, что метод наименьших квадратов приводит к необходимости решать систему алгебраических уравнений


                                                    .                                                  (20)






Можно доказать, что если среди точек  нет совпадающих и , то определитель системы (20) отличен от нуля и, следовательно, эта система имеет единственное решение (19). Подставив его в (17), найдем искомый обобщенный многочлен , те есть многочлен, обладающий минимальным квадратичным отклонением . Заметим, что при m = n коэффициенты (19) можно определить из условий   причем в этом случае  Ф = 0. Следовательно, мы приходим здесь к рассмотренной ранее задаче интерполирования.


Функции ,     , как известно, образуют систему Чебушева на любом сегменте и могут быть использованы для практической реализации описанного метода. 
Легко видеть, что коэффициенты и свободные члены системы (20) в этом случае представим как 

                                                                                                      (21)



                                                                     (22)






Заметим здесь, что матрица   является симметричной  и положительно определенной, так как квадратичная форма  неотрицательна для любых значений переменных  причем  только при  Действительно,

                           

  Пусть задана система алгебраических уравнений 
                                 

                                                                                                                                  (23)



где  - невырожденная квадратная матрица m – го порядка, а  и   - вектор – столбцы, согласованные в размерностью матрицы А.
Выделяют два класса методов решения таких систем: прямые и итерационные.
Прямые методы основаны на разложении матрицы А в произведении более простых матриц (диагональных, треугольных, ортогональных). В этом случае исходная система уравнений (23) распадается на несколько более простых систем, решаемых последовательно. Если при этом все вычисления производить без округлений, то через вполне определенное заранее известное конечное число шагов получится точное решение системы (23). 



Поэтому их называют также точными. Альтернативой для указанных методов являются итерационные алгоритмы, в которых решение находится как предел при    последовательных приближений  ,  где  - номер итераций.

Зависимости температуры поверхности и экспериментальной температуры от времени, а также теплового потока и коэффициента теплоотдачи представлены на рисунках 4, 5, 6 ,7 и 8 соответственно.
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Рис. 4. Температура поверхности и экспериментальная температура
                                            для  однослойной пластины.
)













 (
       Рис. 5. Тепловой поток и коэффициент теплоотдачи для однослойной пластины.
)
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 (
             Рис. 7. Тепловой поток и коэффициент теплоотдачи для двухслойной
                                                  пластины  точки 1.
)
















 (
                 Рис. 6. Температура поверхности и экспериментальная температура
                                     для двухслойной пластины  точки 1.
) (
               Рис. 8. Температура поверхности и экспериментальная температура
                                             для двухслойной пластины  точки 2.
)






















 (
             Рис. 9. Тепловой поток и коэффициент теплоотдачи для двухслойной
                                                  пластины  точки 2.
)



В реальных условиях измеряемые температуры (то есть исходные данные для обратной тепловой задачи) являются случайными величинами из-за дефектов производства, технологии изготовления, загрязнения поверхности, погрешности измерения и обработки экспериментальной информации. Влияние погрешностей исходной информации на решение обратной задачи теплопроводности оценивалось с помощью метода статистических испытаний Монте – Карло / 5-8 /. Анализ результата статистического моделирования решения обратной задачи позволяет установить коридор ошибок искомых граничных условий.
Одним из методов решения ОЗТ является метод статистических испытаний Монте –Карло, который заключается в статистическом моделировании аналитических решений ОЗТ с учетом случайного характера исходных данных /121/. 
В методе Монте-Карло основным является случайная выборка исходных данных /24/. В данной работе для этого необходим источник случайных чисел. 
Введем для исходных данных обозначение

                                                                                                                             (24)


где  - математическое ожидание  j – го параметра в точках. Ошибку  представим в виде


                   =                                                                                                               (25)

где   - максимально возможная погрешность,

          - функция возмущения, в общем случае различная во всех точках.


       Функция возмущения имеет вид  при возмущении по нормальному закону распределения плотностей вероятностей при использовании правила "трех сигм";  - случайная величина, распределенная по нормальному закону с математическим ожиданием m = 0  и  дисперсией Д = 1.
       Используя метод Монте – Карло можно исследовать влияние погрешности исходной информации (геометрические размеры, место установки температурного датчика, теплофизические характеристики, измерения и обработки экспериментальной температуры внутренних точек тела) на решение ОЗТ. Коридор ошибок восстановленного решения можно определить по результатам статистической обработки полученных реализации. Кроме того, процедура Монте – Карло позволяет рассматривать влияние каждой входной величины на решение ОЗТ. Найденные таким путем статистические характеристики решения ОЗТ можно использовать для того, чтобы направить инженерные усилия на уменьшение именно тех случайных вариаций, которые наиболее сильно сказываются на решении ОЗТ.                          
Проведенные расчеты для однослойной пластины показали, что погрешность в задании экспериментальной температуры до 5% вызывает максимальные отклонения температуры поверхности до 10% на временном интервале 0 - 55 сек, а на остальном временном участке до 5%.
Максимальные отклонения  теплового потока на тех же временных интервалах составляют соотственно 20% и 10%.
     Проведенные расчеты  для двухслойной пластины показали, что погрешность в задании экспериментальной температуры до 5% вызывает максимальные отклонения температуры до 10% на временном интервале 0 - 50 сек, а на остальном временном участке до 5%. Максимальные отклонения теплового потока на тех же временных интервалах составляют соответственно 20% и 10%.
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		60		60		60		60

		70		70		70		70

		80		80		80		80

		90		90		90		90

		100		100		100		100

		110		110		110		110

		120		120		120		120

		130		130		130		130

		140		140		140		140

		150		150		150		150

		160		160		160		160

		170		170		170		170

		180		180		180		180

		190		190		190		190

		200		200		200		200

		210		210		210		210

		220		220		220		220

		230		230		230		230
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		x		y212		у211		y222		y221		y232		y231		y242		y241

		0		50		10		30		5		40		10		50		10

		5		140		100		100		70		100		70		160		125

		10		230		150		190		140		180		130		270		200

		15		330		250		300		200		260		200		380		300

		20		440		350		390		320		350		270		480		400

		25		530		450		500		440		465		370		590		520

		30		600		530		600		540		565		490		680		630

		35		670		600		670		600		630		570		760		700

		40		730		650		740		690		680		635		810		750

		50		780		730		820		770		740		700		870		825

		60		810		760		850		800		800		760		895		850

		70		820		770		860		820		805		765		900		850

		80		830		780		860		820		810		770		900		855

		90		830		790		860		820		810		775		900		860

		100		830		800		870		835		810		780		900		865

		110		840		810		880		845		805		780		895		870

		120		850		830		890		860		805		780		890		875

		130		850		840		900		870		805		780		880		860

		140		850		840		900		875		800		780		880		855

		150		860		850		910		880		800		775		875		855

		160		870		850		915		880		795		770		870		845

		170		880		850		920		890		790		765		865		840

		180		880		860		925		890		790		765		865		840

		190		890		860		930		895		780		755		860		840

		200		890		860		935		900		785		755		860		840

		210		900		860		950		905		785		760		860		840

		220		900		860		955		915		790		770		865		845

		230		910		880		960		925		790		775		865		850
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		35		35		35		35

		40		40		40		40

		50		50		50		50

		60		60		60		60

		70		70		70		70

		80		80		80		80

		90		90		90		90

		100		100		100		100

		110		110		110		110

		120		120		120		120

		130		130		130		130

		140		140		140		140

		150		150		150		150

		160		160		160		160

		170		170		170		170

		180		180		180		180

		190		190		190		190

		200		200		200		200

		210		210		210		210

		220		220		220		220

		230		230		230		230
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Лист1

		x		y1		у2		y3		у4

		0		125.6		108.8		108.8		192.4

		5		586.2		711.6		669.8		720

		10		820.6		820.6		745.2		912.8

		15		837.2		837.2		753.6		917

		20		795.4		812.2		745.2		820.6

		25		728.4		770.4		728.2		728.6

		30		669.8		695		678.2		636.4

		35		544.2		628		577.8		552.6

		40		435.2		502.4		460.6		477.2

		50		293		334.8		309.8		314

		60		167.4		209.2		184.2		192.6

		70		125.6		142.4		125.6		138.2

		80		108.8		125.6		104.6		125.6

		90		108.8		125.6		87.8		121.4

		100		117.2		134		83.8		113

		110		125.6		142.4		75.4		108.8

		120		125.6		150.8		75.4		100.4

		130		125.6		150.8		75.4		96.4

		140		125.6		150.8		75.4		88

		150		134		155		79.6		88

		160		134		159		79.6		92

		170		134		159		79.6		96.4

		180		134		167.4		79.6		100.4

		190		134		167.4		79.6		104.6

		200		142.4		167.4		79.6		108.8

		210		142.4		175.8		79.6		113

		220		142.4		175.8		83.8		113

		230		150.8		175.8		83.8		113
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		17		17		14		9

		20		22		20		12

		25		29		28		19

		30		30		34		24

		35		39		40.3		34

		45		46		50		38

		52		50		55		40

		55		59		60		45

		60		64		70		50

		74		69		80		56

		90		78		90		63

		100		85		100		70

		115		90		110		80

		130		100		120		90

		140		110		130		100

		150		116		140		110

		160		120		150		120

		170		130		160		130

				135		170		140

				140		180		150

				150		190		160

				160				170

				177				180

				190				190
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Лист1

		x		y1				x		y2				x		y3				x		y4

		0		167.47				0		83.74				0		83.74				0		159

		5		418.68				2		167.47				2		167.47				1		167.47

		8		586.15				6		334.94				4		251.21				2		251.21

		11		753.62				9		502.42				5		334.94				4		418.68

		13		921				12.5		753.62				7		418.68				5		502.42

		15		1256.04				14		921				9		502.42				7		669.89

		17		1465.38				17		1088.57				14		669.89				9		753.62

		20		1842.19				22		1256.04				20		782.932				12		837.36

		25		1942.675				29		1419.325				28		862.48				19		921.1

		30		1758.46				30		1423.51				34		753.62				24		929.47

		35		1507.25				39		1339.78				40.3		586.15				34		837.36

		45		1172.3				46		1256.04				50		418.68				38		753.62

		52		921.1				50		1172.3				55		334.94				40		711.76

		55		753.62				59		921				60		263.768				45		586.15

		60		586.15				64		753.62				70		230.274				50		502.42

		74		418.68				69		586.15				80		188.406				56		418.68

		90		410.306				78		502.42				90		173.752				63		334.94

		100		443.8				85		502.42				100		159.098				70		267.755

		115		502.42				90		514.977				110		152.818				80		221.9

		130		565.218				100		586.15				120		146.538				90		209.34

		140		619.646				110		640.58				130		130.628				100		205.153

		150		644.767				116		669.89				140		135.234				110		196.78

		160		669.89				120		690.822				150		139.839				120		188.406

		170		682.448				130		741.064				160		138.164				130		180.032

		180		711.76				135		753.62				170		142.351				140		175.846

		190		745.25				140		766.184				180		138.164				150		180.032

								150		795.49				190		139.839				160		184.219

								160		837.36										170		188.406

								177		921										180		196.78

								190		1004.83										190		205.153
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