Система натуральных чисел. Принцип математической индукции. Теоремы математической индукции
[bookmark: _п.1._Аксиоматическая_система][bookmark: _Toc189617371][bookmark: _Toc189618355][bookmark: _Toc189817404][bookmark: _Toc189818007][bookmark: _Toc191148077][bookmark: _Toc191148894]п.1. Аксиоматическая система натуральных чисел.
Определение. Системой натуральных чисел (системой Пеано) называется алгебра , где - бинарные операции, - унарная операция (функция «следования»), - выделенный элемент в множестве , для которой выполнены следующие аксиомы:
Для ,  (элемент  называется следующим за ).
Для , , .
, .
Для , .
, .
Для , .
Аксиома индукции: Пусть . Если множество  удовлетворяет условиям: 
а) ;
б) для , ;
то .
Система аксиом Пеано обладает тем свойством, что ни одна из аксиом системы не является следствием других аксиом.
Из системы аксиом Пеано можно вывести все известные нам свойства натуральных чисел. 
[bookmark: _п.2._Теоремы_математической][bookmark: _Toc189617372][bookmark: _Toc189618356][bookmark: _Toc189817405][bookmark: _Toc189818008][bookmark: _Toc191148078][bookmark: _Toc191148895]п.2. Теоремы математической индукции.
Теорема 1. (принцип полной математической индукции). Пусть - одноместный предикат на , который удовлетворяет условиям:
- истина.
 (- истина  - истина).
Тогда предикат  тождественно истинен на .
Доказательство. Обозначим через  множество всех тех , для которых  истина. Проверим, что  удовлетворяет условиям аксиомы индукции.
Т.к. - истина, то .
Если , то - истина и по второму условию теоремы индукции - истина. Поэтому .
Множество  удовлетворяет условиям аксиомы индукции. Поэтому .
Обозначение. Множество целых чисел  состоит из натуральных чисел, нуля и чисел противоположных натуральным.
Для  обозначим . 
Теорема 2. (обобщение принципа полной математической индукции). Пусть - одноместный предикат на , где , который удовлетворяет условиям: 
- истина.
 (- истина - истина).
Тогда предикат  тождественно истинен на .
Теорема 3. (сильная форма принципа полной математической индукции). Пусть - одноместный предикат на , который удовлетворяет условиям: 
- истина.
 (- истины - истина).
Тогда предикат  тождественно истинен на .
Теорема 4. (обобщение сильной формы принципа полной математической индукции). Пусть - одноместный предикат на , где , который удовлетворяет условиям: 
- истина.
 (- истины  - истина).
Тогда предикат  тождественно истинен на . 
[bookmark: _Toc189617373][bookmark: _Toc189618357][bookmark: _Toc189817406][bookmark: _Toc189818009]Числа Фибоначчи
Определение. Числа Фибоначчи , для , определяются рекуррентно
(1) , ;
 для всех . 
Из определения чисел Фибоначчи следует, что 
, , , , , , , , , , .
Для вычисления чисел Фибоначчи справедлива следующая формула Бине
(3) , .
Из (1) и (2) следует, что индукционное предположение, при доказательстве формулы Бине, должно предполагать справедливость (3) для  и , и значит, начальные условия должны требовать выполнение (3) для  и . Поэтому доказательство формулы Бине может проводиться по следующей теореме математической индукции.
Теорема 5. Пусть - одноместный предикат на , который удовлетворяет условиям: 
- истины.
 (- истины  - истина).
Тогда предикат  тождественно истинен на .
Проведём доказательство формулы Бине по теореме 5.
Для  и  равенство (3) принимает вид
, .
Очевидно, что эти равенства верны.
Предположим, что равенство (3) истинно для чисел  и . Тогда из (2) следует, что
.
После простых преобразований правой части получим, что

По индукции формула Бине доказана.
Теорема 6. Пусть - одноместный предикат на , который удовлетворяет условиям: 
- истина.
 (- истины  - истина).
Тогда предикат  тождественно истинен на . 
[bookmark: _п.3._Основное_свойство][bookmark: _Toc170714316][bookmark: _Toc189617374][bookmark: _Toc189618358][bookmark: _Toc189817407][bookmark: _Toc189818010][bookmark: _Toc191148079][bookmark: _Toc191148896]п.3. Основное свойство ассоциативных операций.
Теорема. Если бинарная операция  на множестве  ассоциативна, то   при любой расстановке скобок, задающих порядок выполнения операций  в произведении  значения произведений будут одинаковыми, то есть значение произведения не зависит от способа расстановки скобок.
Доказательство. Проводится индукцией по . Проверим утверждения теоремы для  и .
Для - очевидно, так как порядок выполнения операций единственен.
Для  произведение  может быть вычислено двумя способами:  или . В силу ассоциативности - эти произведения равны. 
Предположим, что теорема доказана для всех чисел , где .
Докажем теорему для числа . При любой расстановке скобок в произведении , такое произведение есть произведение двух скобок  (1), где . Внутри каждой скобки расставлены свои скобки. Так как в каждой скобке  множителей, то по индукционному предположению значение произведения в скобках не зависит от того, как в них расставлены скобки. Поэтому произведение (1) можно записать в виде  , применяя закон ассоциативности и индукцирования к множителям. Получим, что произведение (1) равно   и так далее продолжая, получим , поэтому произведение (1) не зависит от способа расстановки скобок.
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