Геометрические построения на плоскости

Введение

Вам, будущим учителям, в школьном курсе математики придется учить ребят решению задач на построение. Целесообразность этой деятельности обусловлена тем, что задачи на построение развивают конструктивное и логическое мышление, прививают навыки исследователя. Поэтому эти задачи составляют важную часть школьного курса геометрии.

Общие аксиомы конструктивной геометрии. Аксиомы математических инструментов

Раздел геометрии, в котором изучаются геометрические построения, называется конструктивной геометрией.
Основным понятием конструктивной геометрии является понятие построить геометрическую фигуру.
Это понятие принимается без определения, конкретный его смысл известен из практики, где оно означает: начертить, провести (линию), отметить (точку). В интересах логической строгости изложения основное понятие конструктивной геометрии - построить фигуру - характеризуется через основные требования (общие аксиомы конструктивной геометрии).
Эти требования обычно не формулируются в пределах школьного курса геометрии, но они подразумеваются в процессе решения любой геометрической задачи на построение как нечто само собою разумеющееся. Общие аксиомы конструктивной геометрии выражают в aабстрактной форме наиболее существенные моменты многовековой чертежной практики и составляют логическую основу конструктивной геометрии.
Рассмотрим эти общие аксиомы теории геометрии.
I. Каждая данная фигура построена, т.у. если о какой-либо фигуре сказано, что она дана, то под этим подразумевается, что она уже изображена, начерчена, по-другому говоря, построена. 
2. Если даны две фигуры, то построено: 
а) их объединение
б) пересечение (если оно непусто )
в) разность (если она не равна пустому множеству)
3. Если дана некоторая фигуpa, то можно построить точку:
а) принадлежащую данной фигуре
б) не принадлежащую ей.
Замечание. Аксиомы За и 3б дают возможность построить новые точки, но этим точкам не приписывают никаких свойств. Для построения новых точек, обладающих определенными свойствами, пользуются математическими инструментами: линейкой, циркулем, углом и т.д. Свойства указанных математических инструментов описываются с помощью соответствующих аксиом. При этом следует четко видеть разницу между математическим инструментом конструктивной геометрии и их физическим олицетворением.
Аксиома линейки. Линейка (односторонняя) позволяет построить прямую, проходящую через две данные точки.
Аксиома циркуля. Циркуль позволяет построить окружность с центром в данной точке и радиусом, равным длине данного отрезка.
Аксиомы двусторонней линейки. Двусторонняя линейка позволяет: а) выполнить любое построение, выполнимое линейкой; 
б) в каждой из полуплоскостей, определяемых построенной прямой, построить прямую, параллельную этой прямой и проходящую от нее на расстоянии h, где h - фиксированный элемент для данной двусторонней линейки (ширина); 
в) если построены две точки А и В, то установить, будет ли АВ > h, и если AB > h , то построить 2 пары параллельных прямых, проходящих соответственно через А и В и отстоящих одна от другой на расстоянии h ,





Аксиомы угла. Угол позволяет: а) сделать все построения, выполнимые линейкой; б) через данную точку плоскости провести под углом α к некоторой данной прямой; в) если построены отрезок АВ и фигура ф , то установить, содержит ли фигура Ф точку, из которой отрезок АВ виден под углом α , и если такая существует, то построить ее.

Постановка задачи на построение

Задача на построение состоит, в том, что требуется построить указанными инструментами фигуру, если дана некоторая другая фигура и указаны некоторые соотношения между элементами искомой фигуры и данной.
Каждая фигура, удовлетворяющая условию задачи, называется решением задач.
Построения, о возможности которых оказано в аксиоме 3, вместе с построениями, перечисленными в аксиомах математических инструментов, назовем основными построениями (ОП).
Найти решение задачи на построение - значит указать конечную последовательность основных построений, после выполнения которых искомая фигура будет считаться построенной в силу принятых аксиом конструктивной геометрии.
Перечень основных построений, а следовательно, и ход решения задачи, зависит от употребляемого набора инструментов. Следует заметить, что такой подход в определении нахождения решения не рациональный. Иногда целесообразнее укрупнить шаги построения.
Рассматривают как шаг построения целые блоки основных построений. Эти блоки представляют собой решения элементарных задач на построение. Их назовем элементарными построениями. Тогда можно дать следующее определение.
Решить задачу на построение - это значит указать такую конечную последовательность основных (ОП) и элементарных построений (ЭП), после выполнения которых искомая фигура может считаться построенной в силу общих аксиом конструктивной геометрий.
В качестве элементарных построений (ЭП) возьмем следующие задачи.
ЭП I. Отложить на данном луче от его начала отрезок, равный данному отрезку.
ЭП 2. Отложить от данного луча в данную полуплоскость угол, равный данному углу.
ЭП 3. Построить треугольник по трем сторонам.
ЭП 4. Построить треугольник по двум сторонам и углу между ними.
ЭП 5. Построить треугольник по стороне и двум прилежащим углам.
ЭП 6. Построить биссектрису данного неразвернутого угла.
ЭП 7. Построить серединный перпендикуляр данного отрезка.
ЭП 8. Построить середину данного отрезка.
ЭП 9. Построить прямую, проходящую через данную точку и перпендикулярную данной прямой. (При этом данная точка может лежать на данной прямой, может и не лежать на ней).
ЭП 10. Построить прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой.
ЭП 11. Построить прямоугольный треугольник по гипотенузе.
ЭП 12. Построить прямоугольный треугольник по гипотенузе и катету.
ЭП 13. Построить касательную к окружности, проходящую через данную на ней точку.
Иногда условиям задачи на построение удовлетворяют несколько фигур.
Решить задачу на построение - значит найти все ее решения. Поясним это определение.
Фигуры, удовлетворяющие условию задачи, могут отличаться размерами, формой и положением на плоскости. Фигуры, удовлетворяющие условию задачи, отличающиеся размерами или формой, будем считать различными. С расположением дело обстоит так.
Если условие задачи не предусматривает определенного расположения искомой фигуры относительно данных фигур, то задача считается решенной, если: а) построено некоторое число неравных фигур Ф1,…, Ф2 удовлетворяющих условию задачи, и б) доказано, что всякая фигура, удовлетворяющая условию задачи, равна одной из них; считается, что задача имеет n решений (о точностью до равенства).
Если условие задачи предусматривает определенное расположение искомой фигуры относительно какой-либо данной фигуры, то задача считается решенной, если: а) построено некоторое число фигур, удовлетворяющих условию задачи, и б) доказано, что любая фигура, удовлетворяющая условию задачи, совпадает с одной из них. При этом равные фигуры, но различно расположенные, считаются различными решениями. Приведем примеры.



Пример 1. Построить циркулем и линейкой треугольник по трем сторонам. Точный смысл: построить треугольник так, чтобы три его стороны были равны трем данным отрезкам. Условие задачи не предусматривает определенного расположения искомой фигуры относительно данных фигур.
По нашей договоренности решение такой задачи ищется с точностью до равенства. Так как все треугольники по трем сторонам равны, то задача имеет одно решение, если сумма любых двух сторон больше третьей, и не имеет решения, если это условие не выполнено.
Пример 2. Построить циркулем и линейкой треугольник так, чтобы одной его стороной служил данный отрезок АВ , а две другие его стороны были равны двум данным отрезкам а и в.
В этом случае условие задачи предусматривает определенное расположение искомого ∆АВС относительно данных фигур. В соответствии с нашим соглашением равные треугольники, удовлетворяющие условию задачи, но отличающиеся расположением, будем считать разными решениями этой задачи.
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Замечание. Встречаются задачи, имеющие бесконечное множество решений. Такие задачи называются неопределенными. Очевидно, все решения нельзя построить. В связи с этим вопросом: когда же считать неопределенную задачу решенной?
Решение неопределенной задачи ищется в параметрической форме: указывается прием построения фигур, удовлетворяющих условию задачи, причем эти фигуры определяются выбором определенного положения одной точки на некоторой данной фигуре. Эти точки играют роль геометрического параметра. Задача считается решенной, если при всевозможных допустимых положениях произвольной точки возникают все фигуры, удовлетворяющие условию задачи.
Встречаются задачи такие, что не существуют фигура удовлетворяющие условию задачи. Например, в параллелограмм (не ромб) нельзя вписать окружность. Нельзя провести прямую через 2 данные точки одним лишь циркулем.
Во всех этих случаях решить задачу на построение - значит доказать, что искомая фигура не существует, или доказать, что она не может быть построена данными средствами.
Условие задачи часто дает известный простор в выборе данных. Например, если требуется построить треугольник по трем сторонам, то данными являются три отрезка, которые могут быть произвольными по величине и положению. Задача в такой формулировке считается решенной, если она решена для всех принципиально различных предположений относительно выбора данных. 
Может оказаться, что при таком выборе данных задача решается иначе, чем при другом их выборе, поэтому приходится рассматривать ряд отдельных случаев и давать решение задачи для каждого из них.

Методика решения задач на построение

При решении сложных задач основную трудность представляет вопрос о том, как найти способ решения. Решение этого вопроса облегчается, если придерживаться определенной схемы рассуждений. Эта схема состоит их четырех этапов: анализ, построение, доказательство, исследование. Заметим, что эта классическая схема не является, безусловно, необходимой и неизменной. Допустимы отклонения в зависимости от задачи.
1. Анализ. В анализе ведется поиск решения задачи следующим образом: предполагают задачу решенной, строят (от руки) искомую фигуру пристраивают к ней данные с учетом тех отношений, которые указаны в условии задачи. Подмечают, что построение искомой фигуры Ф сводится к построению другой фигуры Ф1 , построение Ф1 сводят к построению Ф2 и т.д. После конечного числа шагов можно прийти к некоторой фигуре Фn , построение которой известно.
Если на вспомогательном чертеже не удастся найти ход решения, то целесообразно ввеcти в чертеж вспомогательные фигуры: сделать дополнительные построения, сделать геометричеcкие преобразования и т.д.
2. Построение состоит в указании конечной последовательности основных построений (или ранее решенных задач), которые достаточно произвести, чтобы искомая фигура была построена.
Построение обычно сопровождается графическим оформлением каждого шага с помощью указанных инструментов.
3. Доказательство имеет целью установить, что построенная фигура действительно удовлетворяет условию задачи.
Доказательство проводится в предположении, что каждый шаг построения может быть выполнен.
4. Исследование. При анализе, построении обычно ограничиваются отысканием одного какого-либо решения, предполагая выполнимость шагов построения. Идя полного решения задачи нужно выяснить:
1) всегда ли (т.е. при любом ли выборе данных) можно выполнить построения избранным способом;
2) можно ли и как построить искомую фигуру, если для какого-нибудь выбора данных указанный способ построения не пригоден;
3) сколько решений имеет задача при каждом возможном выборе данных.
Эти вопросы составляют содержание исследования. Итак, исследование ставит цель - установить условия разрешимости и определить число решений.
Практически исследование проводят по ходу построения, рассматривая каждый шаг построения на возможность и единственность.
Однако такое исследование связано с данным способом построения. В этом случае остается открытым вопрос: нет ли других решений при другом способе решения. На этот вопрос отвечают с помощью указанного выше приема: доказывают, что произвольное решение данной задачи совпадает с одним из уже полученных решений.
Для иллюстрации сказанного рассмотрим следующий пример.
Задача. Построить треугольник, если известны: длина основания а, угол при основании α и разность двух других сторон d.
Решение. Заметим, что в условии задачи не указаны инструменты. B таких случаях будем полагать (как и в школе), что задачу надо решить с помощью линейки и циркуля.



Анализ. Поиск решения задачи проведем, полагая задачу решенной. Пусть ∆ABC - искомый треугольник: AB = a, AC–BC = AD=d, = α. Замечаем, что ∆АВD = определен по двум сторонам и углу между ними. 
Третья вершина С искомого треугольника может быть найдена как точка пересечения луча АD и прямой l - серединного перпендикуляра отрезка ВD). Иначе говоря план решения найден, отроим треугольник ∆АВD, а затем и третью вершину С. 
Построение. В этом пункте реализуем план решения.
Строим последовательно: 


1) 
2) l, l – серединный перпендикуляр отрезка BD;
3) C, C = [AD) ∩ l. 
Треугольник АВС – искомый. 
Доказательство. Действительно, ∆АВС удовлетворяет всем условиям задачи, т.к. по построению

АВ = а, АС – ВС = АD = d, BAD = α. 
Исследование. Проверил каждый шаг построения на осуществимость и единственность. Первый шаг возможен и единственен тогда и только тогда, когда 0<α<π. Второй шаг возможен и единственен всегда. Третий шаг возможен и единственен тогда и только тогда, когда α< а cos α. Действительно, если d < a cos α, то прямая l пересекает луч AD. Если же d = a cos α , то l и AD, поэтому треугольника, удовлетворяющего условию задачи, не существует. В том случае, когда d < a cos α, прямая l пересекает луч DА. В этом случае также задача не имеет решения.
Но вернемся к анализу. У нас задача решена, предполагая, что α лежит против меньшей из двух боковых сторон. Если α лежит против большей стороны, то предыдущий метод построения не проходит. Как быть? По теории мы должны и для этого случая дать решение. Нетрудно убедиться, что ΔABF определен (a,d и угол π - α). Построение, доказательство и исследование провoдятcя так же, как и выше.
Необходимо еще выяснить: вcе ли решения найдены. Да, все, так как если бы каким-то способом построить треугольник по a, d и α то этот треугольник был бы равен одному из указанных треугольников (это легко доказать через ).



Методы решения задач на построение

Основными являются три: метод геометрических мест (ГМТ), метод геометрических преобразований, алгебраический метод.
Метод геометрических мест (пересечения фигур).
Сущность метода: решение задачи сводит к построению некоторой точки (основного элемента построения), подчиненной двум условиям. Отбрасывают одно из этих условий и строят ГМТ Ф1 , удовлетворяющих первому условию, потом Ф2 - ГМТ, удовлетворяющих второму условию. По соответствующей аксиоме конструктивной геометрии можем сказать Ф1∩Ф2 = Ø или нет и если ≠ Ø, то считать построенным пересечение Ф1 ∩ Ф2. Точки Ф1 ∩ Ф2 и только они удовлетворяют обоим условиям одновременно. Точки пересечения и только они дают решение задачи.
Заметим, что успех от применения этого метода полностью зависит от знания конкретных ГМТ. Наиболее часто применяются следующие геометрические места:
ГМТ 1. Множество точек плоскости, каждая из которых равноудалена от двух данных точек А и В, есть серединный перпендикуляр отрезка АВ.
ГMT 2. Множество точек, находящихся на данном расстоянии от данной прямой, есть две прямые, параллельные данной и отстоящие от нее на данном расстоянии.
ГМТ 3. Множество точек, каждая из которых равноудалена от двух данных параллельных прямых, есть прямая, являющаяся их осью симметрии.
ГМТ 4. Множество точек, каждая из которых равноудалена от двух пересекающихся прямых, есть две взаимно перпендикулярные прямые, содержащие биссектрисы углов, образованных данными прямыми,
ГМТ 5. Множества точек плоскости, из которых отрезок АВ виден под прямым углом, есть окружность (без точек А и В ), построенная на отрезке АВ как на диаметре.
ГМТ 6. Множество точек плоскости, из которых отрезок АВ виден под углом α, где α ≠ 90º, α ≠ 180º , есть две дуги с общими концами А и В (без точек А и В), симметричные относительно прямой АВ.
ГМТ 7. Множество точек плоскости, из которых данная окружность видна под углом α, где α ≠ π, есть окружность,- концентрическая с данной, радиус которой больше радиуса данной окружности. 
ГМТ 8. Множество точек, делящих всевозможные хорда окружности (O, ОА), проведенные через точку А окружности, в одном и том же отношении λ, где λ > 0, есть окружность (без точки А) с центром на прямой ОА, проходящая через точку А. Если λ = 1, то эта окружность построена на отрезке ОА как на диаметре.
ГМТ 9. Множество точек плоскости, для каждой из которых разность квадратов расстояний от двух данных точек А и В постоянна, есть прямая, перпендикулярная прямой АB.
ГМТ 10. Множество точек плоскости, для каждой из которых сумма квадратов расстояний до двух данных точек А и В равна а2, есть окружность с центром в середине отрезка АВ, если 2а2>AB2; середина отрезка AB, если 2a2 = AB2; и пустое множество, если 2a2<AB2.
ГМТ 11. Множество точек плоскости, для каждой из которых отношение расстояний до двух данных точек А и В постоянно и отлично от единицы, есть окружность с центром на прямой АВ (окружность Аполлония).
Для иллюстрации метода ГМТ решим следующую задачу.
Задача. Построить треугольник, если известны: длина основания а, угол при вершине α и отношение боковых сторон λ, λ ≠ 1.
Решим методом ГМТ.
Анализ. Две вершины А и В искомого треугольника легко построить. Задача сводится к построению точки С. Точка С должна удовлетворять следующим двум условиям: 1) точка С принадлежит сегменту, вмещающему данный угол α; 2) точка С принадлежит окружности Аполлония.


ς		α
Построение. Строим последовательно: а) отрезок АВ, АВ = 0; б) сегмент А ς В, вмещающий данный угол α; в) окружность Аполлония на отрезке АВ; г) точку С , принадлежащую пересечению сегмента А ς В и окружности Аполлония.
Треугольник АВС - искомый.
Доказательство и исследование предлагаем читателям провести самостоятельно.
Метод геометрических преобразований
Сущность метода: при решении задачи, и прежде всего на первом этапе – анализе, наряду с данными и искомыми фигурами рассматривают другие фигуры, полученные из данных или искомых фигур (или их частей) с помощью некоторого геометрического преобразования (ГП). В зависимости от того, какое (ГП) выбрано, говорят о той или иной разновидности метода ГП (метод параллельного переноса, гомотетии, инверсии и т.д.). Рассмотрим примеры.
1. Параллельный перенос (ПП).
Сущность: наряду с данными и искомыми фигурами рассматривают другие фигуры, полученные из указанных фигур (или частей) с помощью ПП.
Задача. Достроить трапецию так, чтобы ее основания и диагонали были соответственно равны четырем данным отрезкам.



Анализ. Пусть ABCD - искомая трапеция. Сделаем параллельный перенос плоcкости, определяемый вектором ВС: ВС : BD → CF. 
Треугольник ACF определен по трем сторонам: AF = a + b, AC = d1, CF = d2.
План решения ясен. Предлагаем читателям завершить решение этой задача.
2. Осевая симметрия.
Задача. Даны прямая l и две точки А и В, принадлежащие одной плоскости, определяемой прямой l. Найти такую точку Хl, чтобы сумма АХ + ХВ была минимальной.



Уклонимся от схемы. Рассмотрим Sе. Пусть A′ = Se (A), X = A′B ∩ l. Покажем, что Х - искомая точка. В самом деле, для любой точки 

Yl: AX + XB = A′B < A′Y + YB = AY + YB (Y ≠ X). 

Исследование. Задача всегда имеет решение, причем единственное.
3. Поворот.
Задача. Даны: угол АОВ и точка С внутри него. Построить равносторонний треугольник, одна вершина которого совпадает о точкой С, а две другие лежат на сторонах данного угла.
Анализ. Пусть ∆СDE - искомый. Сделаем поворот плоскости вокруг точки С на угол 60°: R60º (D) = E, R60º (OB) = O′B′, причем E = OB ∩ O′B′. Аналогично находим положение точки D: D = OB ∩ Rc-60º(OA).



Построение очевидно. Доказательство и исследование предлагаем провести самостоятельно. 
4. Центральная симметрия.



Задача. Построить квадрат, если даны его центр О и две точки А и В на параллельных его сторонах.
Анализ. Пусть искомый квадрат построен. Тогда А’ и В, где лежат на А’ = Z0 (A), лежат на одной стороне квадрата. Аналогично В’ и А, где В' = Z0 (в), лежат на одной стороне квадрата. Тогда на прямых ВА' и АВ' лежат стороны квадрата. Дальнейшее продолжение не вызывает трудностей, предлагаем провести самим.
5. Метод подобия (гомотетии).
Сущность метода строят фигуру, подобную данной, не учитывая какой-нибудь линейный размер или специальное положение искомой фигуры относительно данных. Затем строят искомую (чаще всего гомотетией), учитывая, что коэффициент подобия равен отношению любых двух соответственных отрезков.
Задача. Даны угол и точка внутри него. Построить окружность, проходящую через точку А и касающуюся сторон угла.
Анализ. Центр искомой окружности должен лежать на биссектрисе данного угла. Снимем требование, чтобы окружность ω проходила через А (это подобно тому, что не требуется, чтобы расстояние от точки О до точки окружности равнялось известному отрезку а). Тогда легко построить окружность ω1 , касающуюся сторон утла. Окружности ω и ω1 гомотетичы (с центром в точке 0). Найдем образы точек А и В: А → А', В→В' . Очевидно, АВ׀׀А'В'.
Учитывая оказанное, можно наметить следующий план решения: 
1) строим окружность СО1 , касающуюся сторон угла; 
2) проводам ОА;
3) строим точки пересечения ω и ω1;
4) из точки А проводим прямую, параллельную прямой А'В'. Пусть В - одна из точек пересечения.
Построение и доказательство опускаем (самим).
Исследование. 1.Окружность ω1 можно построить и бесчисленным множеством способов.
2. Пересечением ОА и ω1 всегда являются две точки А' и А".
3. Через точку А можно провести две прямые, параллельные соответственно В'А' или В'А''. Эти две прямые l1 и l2 различны, если А ОВ'; и совпадает, если АОВ'.



4. Пересечения l1 ∩ ОВ и l2 ∩ ОВ' существуют и единственны, если А ОВ' , т.е. задача в этом случае имеет два решения.
Если же А ОВ', то этим способом центр искомой окружности не найдем. Для этого принципиально нового случая найдем новое специфичное решение: строим прямую, перпендикулярную ОА-биссектрисе данного угла. Далее проведем биссектрисы углов ОСА и МСА. Точки в1 и в2 - искомые центры.
Задача (наглядная). Построить треугольник по двум углам , β



и медиане, проведенной из какой-нибудь вершины.
1. Строим треугольник АВ1С1
2. Подобным преобразованием получим искомый ΔАBC 
6. Метод инверсии
Сущность метода: наряду с данными и искомыми фигурами рассматривают фигуры, инверсные им или их частям. Он применяется в тех случаях, когда построение фигуры, инверсной искомой, является более легкой (доступной). Построив инверсную построенной, получают искомую. Метод инверсии дает возможность решить трудные конструктивные задачи. Недостаток - громоздкость (большое число построений).
Задача. Даны: точка О и прямые а и в, не проходящие через О. Построить луч, выходящий из О, чтобы произведение его отрезков от О до точек пересечения с данными прямыми было равно 2, где  - длина отрезка .
Анализ. Пусть [ОА) - искомый луч. Тогда ОА*ОВ= 2. Инверсия I относительно окружности ω(o,r) точку B переведет в точку A, прямую в→в', где b' - некоторая окружноcть, тогда A = a∩в'.



Построение. Строим последовательно: 1) ω(o,r); 2) в', где в' = I (в) окружность, проходящая через О; 3) А, А а ∩ в; 4) [ОА) - искомый.
Доказательство. Через В обозначим пересечение в ∩ [ОА). Тогда В – прообраз А, т.к. А = [ОА) ∩ в'→[ОА) ∩ в = В. По определению инверсии имеем: ОА*ОВ = r2.
Исследование. Если: a ∩ в' = Ø, то нет решения; - точка касания, то одно решение; a ∩ в' = {A}, A – точка касания, то одно решение; a ∩ в' = {A1 A2, A1 ≠ A2, то два решения. 
Алгебраический метод.
Сущность: решение задачи сводят к построению отрезка, длину которого можно выразить через длины данных отрезков с помощью формул. Затем строят искомый отрезок по полученной формуле.
Задача. Даны: угол АОВ и две точки С и D да луче OВ. Найти на луче [ОА) точку X, чтобы величина угла СХD была наибольшей.
Анализ. Пусть точка X найдена. Очевидно, точка X является точкой касания окружности, проходящей через С и D. Обозначим длину отрезка ОХ через х.



Имеем: 

х2 = |ОС|*|ОD|, |ОС| и |ОD | -

длины известных отрезков ОС и ОD) . План решения состоит из двух шагов: Строим так, чтобы 

и х = [OA) ∩ω(O,x), 

где – длина отрезка х.
Построение, доказательство, исследование предлагаем провести самим.
Построение отрезков, заданных формулами.
Алгебраический метод решения задач на построение сводится к построению отрезков, заданных формулами. 
Полная формулировка задачи: даны отрезки . Пусть а, в, с,…, d – их длина при некоторой единице измерения. Требуется построить с помощью данных инструментов (циркуля и линейки) отрезок  , длина которого x (при той же единице измерения) выражается через длины данных отрезков формулой х = f (a, в2, с,…, d). Будем рассматривать такие значения а, в, с,…,d, при которых f имеет смысл и положительна.
Мы уже знаем, как cтроить выражения 

,  , , , х = а ± в,(а - в, при а > 

в). К рассмотренным построениям можно свести построение более сложных формул:

1) , n = натуральное число; делается так: 
, причем , если n = p·q, 
, если n = p2 ± q2; 
2) 
3)  · и т.д.

Все построенные выше формулы обладают одним общим cвойcтвом: они являютcя однородными выражениями первой степени. Напоминаем, выражение F(а,…,с) называют однородным степени 11, если

F(ta,…,tc) = tn · F (a,…,c).

Пользуясь понятием однородной функции, мо;но выделить некоторые, классы алгебраичеcких выражений, которые могут быть построены циркулем и линейкой. Например, циркулем и линейкой можно построить:
1) Oтрезок, заданный формулой

, 

где Pn+1 (…) и Pn (a,b,…,c) - однородные многочлены с рациональными коэффициентами от длин а,в,…,с отрезков степени соответственно n+1 и n.
Пусть
Pn+1 = 
Далее, пусть  - произвольный отрезок, d - его длина (в той же единице измерения). 
Разделим чиcлитель на dn , знаменатель – на dn-1 .



Выражение  представляет сумму одночленов вида .
Следовательно, можно построить каждое слагаемое, а потому и весь числитель: . Аналогично,  . Наконец строим - отрезок длины х, где ;
2) отрезок, заданный формулой , где – ((…) – однородная рациональная функция 2 степени с рациональными коэффициентами. Делается так: , где (R2(…) - отношение двух однородных многочленов , тогда  как и выше, строим 



3) Замечание. При вычерчивании кривых иногда приходится строить алгебраические выражения, не являющиеся однородными первой степени. Пусть надо построить отрезок , длина которого x = f(a,b,…,c), где f(…) не является однородной первой cтепени, например, y = x3 +1.
Правило: построение произвольного выражения от n аргументов всегда можно свести к построению некоторого однородного выражения первой степени от n+1 аргументов. Достигается это выбором единицы измерения.
Выберем некоторый отрезок в качестве единичного, e =1. 

- однородная функция первой степени.

Если сумеем построить отрезок  по этой формуле, то он и будет искомым при выбранной, единице масштаба. Ясно, что получим различные неравные отрезки в зависимости от выбора .
Примеры:
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 

Разрешимость задач на построение с помощью циркуля и линейки.
Для краткости операции «+», «-», «·», «:» и извлечение арифметического квадратного корня» назовем основными действиями.
Теорема. Отрезок, длина которого задается положительной функцией для данных отрезков, может быть построен циркулем и линейкой тогда и только тогда, когда длина искомого отрезка выражается через длины данных отрезков при помощи конечного числа основных действий.
Достаточность. С помощью циркуля и линейки можно построить отрезок , длина которого x равна соответственно:

а+в
а-в
ав (за счет , е = 1)
 (- « -)

Так, как по условию длина искомого отрезка выражается через длины данных отрезков с помощью конечного числа основных действий, то остается единственный возможный случай, когда промежуточный отрезок не сможем построить - это построение разности а-в при а < в.
В таких случаях перейдем к положительной разности с помощью тождества а - в = - (в - а).
Теперь можно последовательно выполнить все построения, соответствующие основным операциям, и через конечное число шагов получим искомый отрезок. 
Необходимость. Ясно, что построение отрезка  равносилъно построению его концов. Так как можно построить, то существует конечная последовательность основных построений, в результате выполнения которых на каком-то m -м шаге будет построен один конец (обозначим его через А ), а на к -ом - другой конец (точку в ). На плоскости построим прямоугольную декартовую систему координат.



Пусть А (,β), В (γ, δ) - координаты построенных точек. Данные отрезки построим на положительной полуоси ОХ, тогда длины этих отрезков выражаются числами а1,…,ар ς (А, В) = х =  т.е. длина отрезка выражается через числа , β, γ, δ с помощью конечного числа основных действий. Если докажем, что сами числа , β, γ, δ выражаются через а1,…,ар с помощью конечного числа основных действий, то теорема будет доказана (длина отрезка выражается с помощью конечного числа основных действий).
Заметим, что любые построенные точки в ходе построения появляются двояко: либо выбираемые произвольно, либо как общие точки двух ранее построенных линий.
В первом случае выберем только такие точки, координаты которых выражаются через а1,…,ар при помощи конечного числа основных действий.
Во втором случае точка получается одним из следующих способов:
а) пересечение прямых (причем каждая прямая проведена через 2 построенные точки):
б) пересечение окружности и прямой (окружность построена через 2 построенные точки);
в) пересечение двух окружностей.
Рассмотрим случай а). Пусть прямая l1 проведена через точки
C1 (x1,y1) и D1 (x2,y2.). Покажем, что числа х1, у1, х2 и у2 могут быть выражены через а1,…,ар с помощью конечного числа основных действий (К4ОД). Действительно, пусть уравнение прямой l1 имеет вид:

в1х + с1у = d1



Легко убедиться, что чиcла в1, с1, d1 выражаются через х1, х2, у1, у2 с помощью конечного числа основных действий. То же самое имеет место относительно коэффициентов прямой l2 : в2х + с2у + d2=0.
Точка пересечения (x0, y0) еcть решение cиcтемы



причем решение выражается через в1, с1,…, d1 с помощью КrОД
В cлучае б) (х0, у0).- точка пересечения - есть решение системы



Числа х0,у0 выражаются через в,с, d, х1, х2, R c помощью КrОД. 
В случае в) точка пересечения (х0,у0) является решением системы



Легко убедиться, что решение выражается с помощью КrОД через координаты ранее построенных точек.
Итак, координаты вновь построенных точек получаются через координаты ранее построенных с помощью конечного числа основных действий. Но, к ранее построенным точкам применимы точно такие же рассуждения. В конечном счете (из-за конечности числа построений циркулем и линейкой) получим, что координаты А и В выражаются через а1,…,ар с помощью КrОД.
Следствие. Если даны: отрезок, принимаемый за единичный, и число а, то отрезок длины а может быть построен циркулем и линейкой тогда и только тогда, когда число а может быть получено из «I» посредством лишь конечного числа основных действий.
О задачах, не разрешимых циркулем и линейкой.
Большой интерес представляют такие задачи на построения, когда фигура, удовлетворяющая всем условиям задачи, заведомо существует, но не может быть построена указанными инструментами. Такого рода "доказательства невозможности" даже простых по формулировке задач на построение часто оказываются связанными с наиболее трудными вопросами алгебры, анализа.
Познакомимся с некоторыми классическими задачами на построение, решения которых не могут быть найдены о помощью циркуля и линейки.
1. Задача о квадратуре круга (пользовалась исключительной известностью с древнейших времен).
Построить циркулем и линейкой квадрат, площадь которого бала бы равна площади круга данного радиуса.
Пусть  - радиус круга, , т.е. площадь крута равна площади квадрата со стороной Иначе говоря, x является средней пропорциональной и .
Если бы можно было построить , то легко можно было строить искомый квадрат.
Итак, задача о квадратуре круга свелась к задаче о опрямлении окружности, т.е. построению отрезка длины . При  эта длина равна .
Ламберт И. (швейцарский математик) доказал, что π - иррациональное число. Но вопрос о возможности спрямления окружности остался открытым, так как согласно следствию из предыдущей теоремы отрезок длины а (при выбранном единичном отрезке) может быть построен циркулем и линейкой, если а получается из I с помощью конечного числа основных действий. Такие числа являются алгебраическими, т.е. служат корнями многочленов с рациональными коэффициентами. Числа, не являющиеся алгебраическими, называются трансцендентными.
В 1882 г. Линдеманн Ф. доказал, что π является трансцендентным числом. Следовательно, проблема о квадратуре крута разрешена, задача о квадратуре крута не разрешима о помощью циркуля и линейки.
2. Задачу удвоения куба: зная ребро куба, построить ребро куба, объем которого был бы вдвое больше объема данного.
Пусть а - длина ребра данного куба, x - искомого. Имеем: х2 = 2а3. Если а = 1, то получим уравнение х3 – 2 = 0. Это уравнение не имеет рациональных корней (т.к. рациональные корни этого уравнения обязательно целые, их надо искать среди делителей свободного члена). Из алгебры известно: если уравнение  рациональные числа) не имеет рационального корня, то ни один корень этого уравнения не может быть выражен через I лишь с помощью конечного числа основных действий. Тогда, учитывая указанное выше следствие, получим, что отрезок длины x не может быть построен с помощью циркуля и линейки.
Замечание. Эта задача может быть решена с привлечением двух прямых углов.
3. Задача о трисекции угла: построить угол, в 3 раза меньший данного.
Достаточно рассмотреть эту задачу для острых углов, т.к. при тупом  угол  является острым и третья часть равна  Отсюда следует, что 
Итак, пусть α - данный острый угол, φ - искомый,





Если отрезок длины x можно построить циркулем и линейкой, то из прямоугольника следует, что можно построить и сам угол φ. Следовательно, задача свелась к построению отрезка длины х, где x - один из корней уравнения (I).
Пусть α = 60º, тогда в = 1. Уравнение (I) приводится к виду: 



Легко убедиться (из тех же соображений, что и выше), что у этого уравнения нет рациональных корней, следовательно нет ни одного корня, который выражался бы через I с помощью конечного числа основных действий.
Следовательно, задача о трисекции угла не разрешима циркулем и линейкой в общем виде.
Но, может быть, она никогда не разрешима? Это не так. Пусть α = 90°. Тогда уравнение (I) имеет вид: x3 - зх = 0, Отрезок можно построить, следовательно, задача в этом случае разрешима.

	
нетрудно построить и угол φ.
	Можно чисто геометрически построить угол в 60° (хорда равна радиусу, см.рис.).




Замечание 1. Существуют приборы-трисекторы, позволяющие делить угол на три равные части.


АВСD и AB1C1D1 - ромбы, φ =.



Замечание 2. Задачу о трисекции угла легко решить циркулем. Строим последовательно: 1) окружность ω расстояние между отметками на линейке; 
2) точку А;
3) прямую, проходящую через А так, чтобы расстояние между второй точкой пересечения с окружностью и точкой пересечения этой прямой с прямой ОN было равно .
Построение правильных многоугольников циркулем и линейкой.
Решение проблемы связано большими трудностями, и решена она полностью великим немецким математиком Гауссом в 1796 году.
Вопрос построения правильного n -угольника равносилен вопросу о возможности деления окружности на n равных частей. Возьмем окружноcть радиуcа и прямоугольную систему координат. Задача деления 



окружности на n равных частей состоит в построении точек



т.е, в построении корней уравнения Zn – 1= 0 о тличных – от Z0 = 1. Это равносильно построению корней уравнения  Это уравнение называется уравнением деления окружности.
Гаусс доказал следующую замечательную теорему. 
Теорема. Построение правильного n - угольника с помощью циркуля и линейки возможно тогда и только тогда, когда  (числа Ферма).
Рассмотрим несколько частных случаев:

	
	уравнение деления окружности.
Пусть , (если  построено, то  также можно построить 




Следовательно, правильный пятиугольник можно построить циркулем и линейкой.
Подставим: 

 

Строим , потом  Повторяя дугу АВ 3 раза, получим все точки.

Построения иными инструментами

1. Построения одним циркулем. Во многих случаях построения, проводимые циркулем, оказываются точнее, чем построения, проводимые линейкой.
Итальянский учений Л. Маскерони (1750-1800) и датский ученый Г.Мор (1640-1697) исследовали конструктивные возможности циркуля и доказали следующую теорему.
Теорема (Мора-Маскерони). Любая геометрическая задача на построение фигуры из конечного числа точек, разрешимая циркулем и линейкой может быть решена при наличии только циркуля.
Пояснения: 1) имеется в виду, что фигура состоит из конечного числа точек, окружностей, отрезков, лучей прямых; 2) циркулем конечно, нельзя построить прямую, отрезок, луч, здесь имеется в виду, что циркулем можно сделать их известными (прямая известна, если известны две ее точки; отрезок известен, если известны два его конца; луч известен, если известна начальная точка и точка, через которую проходит луч).
Доказательство опускаем.
2. Построения одной линейкой.
Построения одной линейкой исключительно ограничены. Например, отрезок нельзя разделить пополам. Но если на плоскости задана окружность, возможности увеличиваются.
Справедлива теорема. Всякая геометрическая задача на построение фигуры, состоящей из конечного числа точек, разрешимая циркулем и линейкой, может быть решена одной линейкой, если на плоскости построена окружность и отмечен ее центр (т.е. воли воспользоваться циркулем один раз). Это теорема Штейнера, иногда называют ее теоремой Понселе-Штейнера.
3. Построения двусторонней линейкой
Пример. Разделить данный угол пополам.



Проводим параллели, ОС - биссектриса 
Оказывается, справедлива теорема
Всякая геометрическая фигура, состоящая из конечного числа точек, которая может быть построена циркулем и линейкой, может быть построена только двусторонней линейкой.
4. Построения с помощью прямого угла.
Пример. Построить центр начерченной окружности. Всякая геометрическая фигура, состоящая из конечного числа точек, которая может быть построена циркулем и линейкой, может быть построена только прямым углом. Это же верно для любого угла.



Пример 2. Дан ΔАВС; требуется построить три окружности так, чтобы каждая из них касалась двух других окружностей и двух сторон треугольника (задача Мальфатти). Считаем задачу решенной (фиг. 1). Пусть точка О будет центром вписанной в треугольник окружности (радиуса r). Радиусы кругов К и L обозначим соответственно через r1 и r2. Из точек К, О, L опустим перпендикуляры на сторону АВ и таким путем построим точки D, Е, F. Положим AE = s, BE = t, AD = x, BF = y.


Фиг. 2

Если мы проведем KG || AB, то 

LG = r2 – r1 и KG = 

Из подобия 7) треугольников ADK и AEO следует, что



аналогично этому и , что вытекает из подобия треугольников BFL и ВЕО.
AB = AD + DF + FB,

следовательно:

= 

или (подставляя вместо r1 и r2 полученные для них выражения)

= (1)

Если опустим из точек L, М,О перпендикуляры на сторону ВС и положим РС = и и QC = z, то получится равенство

2) = t + u;

аналогично мы получим равенство и для третьей стороны :

3) = u + s.
Таким образом, мы имеем три уравнения для определения трех неизвестных х, у, z.
Мальфатти сообщает решения этих трех уравнений,:


Если подставить эти значения в вышеприведенные уравнения, то они удовлетворят последним. Путь, которым Мальфатти нашел решения, чрезвычайно сложен, как он сам указывает.
Геометрическое же построение величин х, у, z представляется чрезвычайно простым, ибо



вследствие чего отрезки эти, равно как и отрезки s, t, r, u, r, легко могут быть построены.
Если же теперь построить выражение


x = ОА — m, у = ОБ — m,
z = OC - m (фиг. 2).

Пример 3. Даны три окружности K1, K2, К3, коих центры лежат на одной прямой; радиус каждой из окружностей К1, К2 равен r2. Последние две окружности имеют одно и то же центральное расстояние а от окружности К1{r1). Требуется построить все окружности, которые касаются трех данных (фиг. 3).


Фиг.3.

Для того, чтобы решить эту задачу вычислением, мы кладем в основание прямоугольную систему координат. При этом уравнения данных окружностей таковы:

К1 … х2+у2 = ,
K2 … (x - a)2 + y2 = 
K3 … (x + a)2 + y2 = 

Уравнение же каждой из искомых окружностей имеет вид:

(x - pi)2 + (y - qi)2 = ρi2.

Для круга О1 (фиг. 3) легко могут быть получены три уравнения, определяющие три неизвестные велиeчины p1, q1, ρ1; именно, из условий



вытекают равенства



Из двух последних следует, что p1 = 0, а отсюда уже непосредственно вытекает:

(1)

ибо радиус круга О2 равен радиусу ρ1 круга О1 (фиг. 3).
Окружность О3 касается окружностей К2 и К3 извне, а окружности К1 — изнутри; таким образом, имеют место равенства



Отсюда получается 

(2) 

Для окружности О5 имеют место равенства


откуда получается:



Построение может быть выполнено по следующему плану. Строим по порядку (фиг. 3):

AB = r2, BC = a,

тогда



если затем построить



Аналогично построим


1. Весьма удобным методом для решения геометрических задач на построение является метод геометрических мест.
Он основывается на следующем: стараются свести всю задачу к нахождению некоторой точки X, что в большей части случаев сделать не трудно.
Точка X определяется двумя условиями, вытекающими из требования задачи. Если устранить первое из условий, то существует не одна только точка X, но бесчисленное множество таких точек, составляющих в совокупности некоторую линию, некоторое геометрическое место. Если же устранить второе условие и ограничиться первым, то получится другое геометрическое место. Каждая точка пересечения этих двух геометрических мест удовлетворяет требованиям задачи.
2. Является необходимым предварительно изучить некоторые геометрические места. Мы приведем наиболее простые и вместе с тем наиболее употребительные из них.
a) Геометрическое место точек, находящихся от данной точки на данном расстоянии, есть окружность, описанная из данной точки, как из центра, радиусом, равным данному расстоянию.
b) Геометрическое место точек, находящихся на данном расстоянии от данной прямой, состоит из двух прямых, проведенных параллельно данной прямой, на данном от нее расстоянии.
c) Геометрическое место точек, равноотстоящих от двух данных точек А и В, есть прямая, перпендикулярная к отрезку АВ в его середине. (Симметраль точек А и В).
d) Геометрическое место точек, равноотстоящих от двух данных прямых, состоит из двух взаимно перпендикулярных прямых делящих пополам углы между данными прямыми (биссектрисы).
e) Геометрическим местом точек, из которых отрезок АВ виден под данным углом а, является дуга окружности, стягиваемая* отрезком АВ (построение ясно из фиг. 4).


Фиг. 4 Фиг. 5

f) Геометрическое место точек, расстояния которых от двух данных точек находятся в данном отношении m : n, есть некоторая, окружность (фиг. 5)
При этом



Откуда по известной теореме получается , что < APP1 = < P1PB. 
Имеет место также пропорция

AP1:P1B = AP2:BP2

Четыре такие точки называются, как известно, четырьмя гармоническими точками.
g) Геометрическое место точек, расстояния которых от двух данных прямых находятся в данном отношении m : n, образуется двумя прямыми линиями х и у, проходящими через точку пересечения данных прямых (фиг. б).
h) Геометрическое место точек, квадраты расстояний которых от двух данных точек А и В сохраняют постоянную разность d2, есть прямая, перпендикулярная к отрезку АВ.


Фиг. 6 Фиг.7

Доказательство: Пусть точка Р1 (фиг. 7) обладает указанным свойством, так что



Если опустить из точки P1 на АВ перпендикуляр и взять на нем произвольную точку Р1 то



Из h) может быть выведено следствие, которое позже для нас будет важно. Мы лишь предпошлем ему краткое замечание:
а) Как известно, справедливо следующее предложение: „Если через точку Р (фиг. 8а, 8Ь) провести секущие к окружности, то постоянно

РА .РА' = РВ.РВ' = ... "

Эго постоянное произведение называется степенью точки Р в отношении данной окружности; степень равна d2 — r2, где d есть расстояние точки Р от центра (центральное расстояние точки Р), r есть радиус окружности.


Фиг. 8а Фиг. 8б

Если точка Р лежит вне окружности, то степень точки также равна РТ2.
β) Если даны две окружности с центрами О1 и О2, то точка Р имеет определенную степень по отношению к каждой из них. Если же точка Р по отношению к обеим окружностям (с радиусами r1 и r2) имеет одну и ту же степень, то


так что



следовательно, геометрическое место точек, имеющих одну и ту же степень в отношении обеих окружностей, есть (согласно h) прямая, перпендикулярная к линии центров этих окружностей; прямая мл называется радикальной осью обеих окружностей.
Если окружности пересекаются, то их радикальная ось проходит через точки их пересечения, ибо каждая из точек пересечения имеет в отношении обеих окружностей степень, равную нулю.
Если же окружности не пересекаются, то радикальную ось можно построить (фиг. 9), опустив перпендикуляр на линию центров из середины общей касательной к обеим окружностям; можно при этом следовать и другому пути, пользуясь теоремой: „Если даны на плоскости три окружности, то определяемые ими три радикальные оси проходят через одну и ту же точку (радикальный центр трех окружностей)"; доказательство теоремы основывается на том соображении, что точка пересечения двух каких-либо радикальных осей имеет одну и ту же степень в отношении всех трех окружностей, следовательно, лежит на третьей радикальной оси.


Фиг. 9

3. Мы разъясним метод геометрических мест на двух примерах: 
а) Даны две окружности О1, О2 радиусов r1 и r2.
Требуется построить такую окружность К1 которая касалась бы обеих данных окружностей и имела бы данный радиус r.
Если откинуть требование, чтобы окружность К касалась окружности О2, то искомых окружностей существует бесчисленное множество; геометрическое место их центров состоит из двух концентрических с О1 окружностей, радиусы которых соответственно равны r1 + r и r1 — r. Аналогично мы получим для искомого центра X и другое геометрическое место, состоящее из двух окружностей, описанных из точки О2, как из центра, радиусами
Точка X должна совпасть с одной из точек пересечения обоих геометрических мест; существует не больше восьми точек, удовлетворяющих требованиям задачи.
β) Даны три окружности K1, К2, К3; требуется построить все окружности, касающиеся трех данных (Аполлониева задача о касании).
Если (фиг. 10) через центр одной из данных трех окружностей, например, через центр окружности /С3, провести окружность, концентрическую с искомой X, то окажется, что упомянутая выше задача сведется к следующей:
Даны две окружности К΄1, К΄2 и точка Р΄; требуется построить окружности, касающиеся двух данных и проходящие через точку Р΄΄.


Фиг. 10

Геометрическое место центров всех окружностей, которые касаются окружности К1΄΄ и проходят через точку Р, есть эллипс или гипербола, в зависимости от того, лежит ли Р внутри окружности К΄1 или вне ее.
Центр окружности К΄1 и точка Р являются фокусами этих конических сечений; асимптоты гиперболы перпендикулярны к касательным, которые можно провести к окружности К΄1 из точки Р.
Каждая из данных трех окружностей может свестись и к одной точке или перейти в прямую. Геометрическое место центров окружностей, которые касаются прямой l и проходят через точку Р, есть парабола, имеющая прямую l своей директрисой, а фокус — в точке Р.

Вариант 15

1. Построить треугольник ΔАВС по а, с-b, 
2. Построить трапецию по отношению боковых сторон, углу между ними и двум основаниям.
3. Даны прямая МN и точки A и В в одной полуплоскости относительно прямой MN. Поcтроить на прямой МN точку X такую, что 
.

4. Вписать в данный четырехугольник параллелограмм так, чтобы его центр совпал c данной точкой.
5. В данном круге через данную внутри его точку А провести хорду так, чтобы она в точке А разделилась в отношении m : n.
6. Построить треугольник с данным отношением сторон длин биссектрисы и медианы, проведенных из одной вершины.
7. Построить прямоугольной треугольник по радиусам описанной окружности R и вписанной окружности r. 
8. На приведeнных ниже чертежах дано схематичное решение четырех задач на, построение. Сформулировать эти задачи и дать их полное решение.
	
1)

	2)



	3)


	4)




9. Построить ромб, зная его сторону а и отношение диагоналей р : q, где p и q заданные отрeзки. Решить задачу двумя способами.
[bookmark: _GoBack]10. Рассматриваются всевозможные треугольники c данными основанием a, угол при вершине которых равен φ. Найти множество точек пересечения медиан


1

image4.jpeg




image94.emf
3


=


х




3  х


image95.wmf
,

cos

 

Построив

.

30

,

2

3

cos

j

j

j

°

=

=


image96.png
¥ e -Paint

@ain Mpaska Bua Pucynos Mamrps Crpaska

o DOOTDORTH
o JMyoy, OM.pHO
e

o Cyuy NO3BOJNANIME
T gHe a0TH,

4860 BITY Ny iy = yOMdH.
£
D e 3

475 noysena cipasicn sGepnTe Konanay "Bbis08 CrpaBKH” 3 ers

e’ 611,301





image97.png
Qain fpaoka Bng Pacynon  Ceponc  Lnpaswa Beeane conpoc
B gomn. [ 02 % G2 @B X 7% - @4 A2 5\ [ Howenry pucysmn.. | 2 Agrosamens
HEa

o8 Pz % ,¢= 30¢ loxuo ‘mcgo TEOMOTPEYOCKH HOOTPORTH nfm;
lootpors ¢4 @, Hom yrox B 607 (xopma paBHa pajuyoy, OM.DHO)
TPYLHO IIOCTDPOMTE X
yron ¥ . ; IMPK,
Samevargie I. CywecTBYOT mpuGOPU~TDHCEKTODH , HO3BOJADIMAS | n=,
¢, .¢ - FeJmTh YTOX Ha TPH paBHue Ia0TH, l
—f H8CD  u A8 C D, - poudu o
£
4 - D W‘ 3 N a
Saneyaipe 2. Samaly O TPACOKWM YTVA JOIKO DOUHTE IWMPKYIeM !
n JEHeMKOR ¢ IByMA OTMOTKaMHM., CTDOMM IIOOJIONOBATEJNHHO: i
I) oxpyrroors W(02), rme ¢ -
PaccTOAHMO MOXNY OTMBTRAMM HA Jd— ol
Heltke 3
2) rouy #; . Kok,

3) mpamyp, mpoxomAuym uepes A
78K, YTOGH DACCTOAHMe MORLY BTODOZ
TOUKO NEPeCeYeHUA ¢ OKPYXHOOTHD 0:!,‘
7 Touxolt mepeceveEma sToft mpaMolt |
: ¢ upsmviott O Guno papus 2 . F





image98.wmf
3

a


image99.jpeg




image100.wmf
),

,

(

t

о


image101.wmf
t


image102.wmf
1

=

t


image103.jpeg




image5.png
©l YacTs 2. MeToauka pe e wA sagay Ha NocTpoe ke - Microsoft Word.

®afin  Opaska Bna  Bcraeka  opwat  Cepenc  Tamua  Okro  Cnpaska - %
RN PEVE I NN A (2] &1 o oo - d rere %4 [l T WOmE: N N )
4 Oforreii+ 147 « Times NewRoman = 14 = E-2- A A xx]
Bee snemerei - Cosaae. | U D1 D ol | 4 e RN AN
i [ T N R L R R T R SR S R N RE ERNE TR BRI R SRR THRr TR SR TR pST o | e
N RWET= NEWETE eV A Y B3 s - Ly
1 i 4 Oforrei+ 147 « Times NewRoman = 14 -2 [Becremmece ]
- D I AN A IR A . I (R owerns ece ]
Z : : : : : : : : : : : : BoifiepuTe BCTaBNAEMBH
: e e
: \ B ¢ a5
. ° B
M - 2
B 5 2, pay
- S 4
H % 8
i , E 7 3 |
° B 5 c
3 - A
4 B 2
: vise@E=uc >
- d e
Brcosae > s | ferodype- N\ N O A £- A =aal
C. 1 Paal 118 Ha28m C12 pycoi(Po O
: : L ; |
- Anamn. TIOHCK pellleHH: 3a1a49H NPOB /M, TIONIarast 3a1ay PellleHHO.
B Tiycts AABC - HeKOMbIH TpeyromsHmk: AB = a, AC-BC = AD=d, EAD = g. 3a-
. B MedaeM, 410 AABD = ONPEENeH 110 JBYM CTOPOHAM H YIITY MeSKIY HHMIL
B TpeTsst BepIIHHA C HCKOMOTO TPEYTOMLHHKA MOSKET GbITh Hai{leHa Kak TOUKa - o
- peceeHHs Tyda AD HIPSIMOH | - CepeHHHOTO TepIeHAHKYIIpa 0Tpeska BD). 2
- Tuaue rADANG IMau nenmTeLnIa wali et ATROLM Therram o A AR1 a narens ® lapameTpel ¥
vlze@=uw< 5 (opreren 7

i prcosane ~ L | Aerodrmype \ N\ IO A Al 8] | & - &~ A zadl
Pasa 1 311 Hazm  CT1 Kenl pycoi(Po O

oe g o Q





image104.wmf
)

1

,...,

1

(

2

sin

2

cos

-

=

×

×

+

×

=

n

k

k

n

i

k

n

Z

k

p

p


image105.wmf
.

0

1

...

1

1

=

+

+

+

+

-

-

Z

Z

Z

n

n


image106.wmf
1

2

 

вида

 

числа

 

простые

 

различные

 

...

 

где

,

...

2

2

3

2

1

3

2

1

+

=

Р

Р

Р

P

P

P

n

m


image107.wmf
iy

x

Z

n

n

а

+

=

+

=

=

1

2

,

5

)

2


image108.wmf
-

=

+

+

+

+

0

1

4

3

4

Z

Z

Z

Z


image109.wmf
u

=

+

Z

Z

1


image110.wmf
u


image111.wmf
Z


image112.wmf
).

2

1

,

2

u

u

=

=

x

x


image113.jpeg




image6.wmf
ВАD


image114.wmf
.

0

,

2

1

5

,

0

1

2

1

2

<

-

=

=

-

+

u

u

u

u


image115.wmf
2

1

5

-

=

u


image116.wmf
.

2

1

u

=

x


image117.jpeg




image118.wmf
.

АОВ

Ð


image119.jpeg




image120.jpeg




image121.wmf
.

2

)

(

)

(

2

1

2

1

2

2

2

1

r

r

r

r

r

r

=

-

-

+


image122.wmf
;

1

s

xr

r

=


image123.wmf
s

xr

r

=

2


image7.wmf
;

,

,

,

a

=

=

=

D

BAD

d

AD

a

AB

ABD


image124.wmf
2

1

2

r

r

y

x

+

+


image125.wmf
t

s

+


image126.wmf
xy

st

r

y

x

2

+

+


image127.wmf
.

t

s

+


image128.wmf
yz

tu

r

z

y

2

+

+


image129.wmf
zx

us

r

x

z

2

+

+


image130.wmf
,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

u

r

t

r

s

r

r

u

t

s

z

u

r

t

r

s

r

r

u

t

s

y

u

r

t

r

s

r

r

u

t

s

x

+

+

+

-

+

-

-

+

+

=

+

-

+

-

+

-

-

+

+

=

+

-

+

-

+

+

-

+

+

=


image131.wmf
,

,

,

2

2

2

2

2

2

OC

u

r

OB

t

r

OA

s

r

=

+

=

+

=

+


image132.wmf
,

)

(

2

1

m

r

u

t

s

OC

OB

OA

=

+

-

-

-

+

+


image133.jpeg




image8.jpeg




image134.wmf
,

2

1

r


image135.wmf
,

2

2

r


image136.wmf
,

2

2

r


image137.wmf
2

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

1

,

,

r

K

O

r

K

O

r

K

O

+

=

+

=

+

=

r

r

r


image138.wmf
.

)

(

)

(

,

)

(

)

(

,

)

(

2

2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

1

1

2

1

2

1

r

q

a

p

r

q

a

p

r

q

p

+

=

+

+

+

=

+

-

+

=

+

r

r

r


image139.wmf
,

)

(

2

)

(

2

1

2

2

1

2

2

2

1

r

r

=

-

-

-

=

r

r

r

r

a


image140.wmf
.

)

(

)

...(

)

(

)

...(

,

)

(

...

2

2

3

2

3

2

3

3

3

2

2

3

2

3

2

3

2

3

2

1

3

2

3

2

3

1

3

r

q

a

p

K

O

r

q

a

p

K

O

r

q

p

K

O

+

=

+

+

+

=

+

-

-

=

+

r

r

r


image141.wmf
.

)

(

2

)

1

2

(

4

1

2

2

2

2

3

r

r

=

+

-

-

=

r

r

r

r

a


image142.wmf
2

2

5

2

5

2

5

2

5

2

2

5

2

5

2

5

2

1

5

2

5

2

5

)

(

(

)

(

,

)

(

)

(

,

)

(

r

q

a

p

r

q

a

p

r

q

p

+

=

=

+

-

-

=

+

+

-

=

+

r

r

r

r


image143.wmf
.

2

)

(

8

7

6

1

2

1

2

2

2

5

r

r

r

r

=

=

=

-

-

=

r

r

r

a


image9.png
B Yacrs 1. leomeTpuueckoe nocTpoerue - Microsoft Word

{ oawin [pasca Baa Boaska Gopwar Cepowc Dsbnua Qo Crpasca Boeave sonpoc - x

DEHRISR PB4 a9 0 8 iAREBEA TS - duawel

A4 Ofuwii+ 197~ TmesNewRoman - 14« | K & 4 | |E-2-A-x

[o].%0 213 a 15 T B g0 g2 11516 A Bden ofiw X
T EIEIE
¢ [ c (B Berasims e

{ X Ouncrie ece.
Bbepnre

9, P

4
2 4 8 A A e

a . 1 ] a 8 e

Semomre

iS4 32
-~

o s s 7

“wonz

epaerper ~





image144.wmf
);

(

2

1

2

2

2

1

r

r

a

CK

-

-

=


image145.wmf
.

то

,

 

и

)

(

2

2

3

2

1

1

1

2

1

r

r

=

=

^

-

=

X

K

CD

CX

r

r

D

K


image146.wmf
.

 

и

 

8

7

6

5

3

1

4

3

2

1

r

r

r

r

r

r

=

=

=

=

=

=

X

K

X

K


image147.jpeg
A




image148.wmf
,

1

1

n

m

BP

AP

BP

AP

=

=


image149.jpeg




image150.wmf
.

2

2

1

2

1

d

A

P

B

P

=

-


image151.wmf

image152.wmf
2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

A

поэтому

,

 

и

d

P

B

P

D

A

D

B

A

P

B

P

P

D

D

A

A

P

P

D

D

B

B

P

=

-

=

-

=

-

+

=

+

=


image153.jpeg




image10.png
aua

L0ed s Lacisaviag

aE

5]

=
Tonell

B2y

o vl g ewed upen

101 0"/ 19peaUL] AAGEY - (HaUaoHeL990g) HH @M £ag Laxel] Bx

awmedgo

‘dreyms. Tyors #4C2 - woxowes Tpanemn
Tewsmill EPSHOO WIOOKOOTH, | OmpeneAekaLlt Bo

8 4 c T i16d=cF .
v OIPeJIeJIeH N0 TpeM
. AFzatf , AC=
Inan pemem S06H.|
I3 L p UM 3aBODLATS Dome
2. Ocoman cwmoTpEE.

Sarava. Jauu mpruas € u ;e towkn A
e OOl MIOCKOCTH, ompeeAenolt mpamoft e
X €€ , urodu cpara FX+XB ouna vummMais:

B JRIOHMMCS OT OXe
7 " Tyems A= Se é") J
X ‘. EoM, 9TO X ~ 5o

# B camMom Xexne, MAX
AXtXB=AB < A'9+YB8 = fY+Y8 (Y

Moc.uegonann . Sanaya BeerNa MMEST Deums
BOHHO®,

3. Tonopot.
% Samaya, JlesH: yrox AO8 n TOYRA C B
PABHOCTOPOHHR{I TPOYIOJBHEK, ONHA BEDINHA KO!
'ro‘ucokc Fg - mae IpyTHe JIOXAT Ha o'roponax

P W

[annanedgosy - 9]-

e





image154.wmf
,

2

2

2

2

2

1

2

1

r

PO

r

O

P

-

=

-


image155.wmf
.,

2

2

2

1

2

2

2

1

const

r

r

O

P

O

P

=

-

=

-


image156.png




image157.png




image158.wmf
.

в

с

Ð

-

Ð


image159.wmf
.

2

1

NXB

MXA

Ð

=

Ð


image160.png
T crpsesscreonno. | B s, 2,34 Ojastdavstamoney s ab-pait




image161.jpeg
x)





image162.png




image163.jpeg
\
A
of)

\

(25

A

=T

)




image11.wmf
Î


image12.png




image13.jpeg




image14.png
T Yacts 1. - Microsoft Word

oain paera Baa

DEEHRIS D

Berzeca

g Bee snemerei -

4 OBt + 147 - Times New Roman

Gopuat

ey

Cosaare.

Cepenc

Tabnma

Crpaska g

Crp. 14
nyeK.

Pasa 1 14125

08

HEEE
Brcosarme - L | Aerodvryes~ \ N 1O A Al (8] & &~

Ha 8,501

cra

o 1
=

4. [leHTpa/ILHAN CHMMETpHSL.
3angaya. [ToCTPOHTE KBaZIPAT, €CIH JIAHBI €10 NeHTP O H 7Be TOYKH A 1 B Ha

Napae/LHEIX €ro CTOPOHAX.

é f
i B

Anasms. LIycTs AOKOMBIH KBaZpar H0cTpoeH. TormaA | 5, e Jiewar KaA’ = Zo

2o (s),

JlexaT Ha OIHOI cTOpoHe Kpanpara. Tornia Ha NpsMbIX BA' 1 AB' Jear cTOPOHBI

(A), nexcar Ha O7IHOM CTOpOHe Kpaapara. AHATOTHYHO B 1 A, T7ie B’

keanpara. JlanbHefilee NPOIOJTKEHHE He BBI3BIRACT TPYHOCTEH, MpeIaracM
TIPOBECTH CAMHM.

5. MeTox moo6us (roMoTeTHH).

CymHOCT MeToza cTposT GHIypY, MON0GHYIO JaHHOM, He YIHTBIRAST Kakol-
HHOY > MHHEHHbI pasMep HIH CTIEIHATLHOE TIOTOXHHE HCKOMOH JHIypLI
OTHOCHTENILHO JIaHHBIX. 3aTeM CTPOST HCKOMYIO (dallle BCero roMoTeTHel),
YIHTBIBAS, 9T0 Koo dHUHEHT 006K paBeH OTHOWIEHHIO MO6bIX ABYX

COOTBETCTBEHHBIX OTPE3KOB.

“«o

=saal
pycoi(Po O
< =





image15.wmf
Ï


image16.wmf
Î


image17.jpeg




image18.wmf
Î


image19.png
aaaaaaaaaaaaa

42 5k [ Homennrs prcynen... ) Avzosamens |

" MCKOMOI'O TDOYT'OJLHAKA J
oeumw Toukn C . Touxa
ycJio- |
oer=

oTH





image20.jpeg




image21.wmf
t


image22.wmf
t

~


image23.jpeg
3 A #eanfls) as [0‘9




image24.jpeg
« [0D] -




image25.wmf
х

~


image26.wmf
|

|

*

|

|

ОD

ОС

x

=


image27.wmf
х

~


image28.wmf
d

с

в

а

~

,...,

~

,

~

,

~


image29.wmf
х

~


image30.wmf
в

а

х

·

=


image31.wmf
в

а

х

=


image32.jpeg
x=fg % g%




image33.wmf
a

n

m

х

•

=


image34.wmf
n

а

х

=


image35.wmf
)

·(

an

а

х

=


image36.wmf
)

)(

(

qa

pa

х

=


image37.wmf
2

2

)

(

)

(pa

qa

х

±

=


image38.wmf
)

,

,

(

1

2

1

2

1

f

c

x

x

e

ab

x

g

d

x

fg

cd

x

x

q

e

abcd

х

=

=

=

=

+

=


image39.wmf
4

4

4

=

-

=

b

a

х


image40.wmf
2

2

b

a

х

+

=


image41.wmf
2

2

b

a

-


image42.wmf
)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

1

c

b

a

P

c

b

a

P

х

n

n

+

=


image43.wmf
с

в

а

~

,...,

~

,

~


image44.wmf
числа.

 

е

натуральны

,...,

,

,...,

 

причем

,

...

,

1

...

 

где

,

...

A

,

...

1

1

1

1

1

1

1

1

1

-

-

=

+

+

+

+

=

+

+

+

=

å

å

g

a

g

a

g

b

a

g

b

a

g

b

a

g

b

a

n

n

c

b

a

Рn

с

в

Аа


image45.wmf
d

~


image46.wmf
1

1

-

+

=

n

n

n

n

d

P

d

P

х


image47.wmf
n

n

d

P

1

+


image48.wmf
n

c

d

Aa

g

a

...


image49.wmf
n

n

d

P

х

1

1

+

=


image50.wmf
n

n

d

P

х

1

2

+

=


image51.wmf
x

~


image52.wmf
2

1

x

x

d

х

×

=


image53.wmf
d

c

b

a

R

х

×

=

)

,...,

,

(

2


image54.wmf
2

R


image55.wmf
d

d

c

b

a

R

х

×

=

)

,...,

,

(

2


image56.wmf
1

1

-

+

n

n

P

P


image57.wmf
;

1

1

-

+

×

=

n

n

P

d

P

y


image58.wmf
;

d

y

х

×

=


image59.wmf
х

~


image60.wmf
e

~


image61.wmf
)

,...,

,

(

e

c

e

b

e

a

ef

х

=


image62.wmf
;

a

 

y

 

1;

e

 

;

 

a

~

 

отрезка

 

длина

,

2

2

e

a

a

y

=

=

-

=


image63.wmf
;

1

;

,

=

=

=

e

e

ab

y

ab

y


image1.jpeg




image64.wmf
;

1

,

,

a

 

=

×

=

=

e

b

e

a

y

b

y


image65.wmf
;

1

,

,

a

 

=

×

=

=

e

e

a

y

y


image66.wmf
;

1

,

,

1

1

a

 

2

2

2

2

2

2

4

2

2

4

=

-

+

=

-

+

-

=

e

e

b

e

e

a

be

a

y

b

a

b

y


image67.png




image68.wmf
е

~


image69.wmf
в

а


image70.wmf
а


image71.png
{ oawin [pasca Baa Boaska Gopwar Cepowc Dsbnua Qo Crpasca Boeave sonpoc - x

DEEROSRTRI GBS0 )8 A0RRB|T T w20 Huewe ]

44 Ofirmi +Cre - Tives NewRoman - 12« | X & 4[] B -A-xx E
Cz R

i
8 Heo0XOmROTE.  FoHO, ¥T0 HOCTpOGiG OTpesKA' L PABHOOKTB-
HO TOOTPOSIIM 6TO KOHUOB. TaX Kax £ MOXHO NOOTPOHTS,T0 OYWSOTEYET
KOHOWHAA NOCNONIOBAT/LHOOTE OOHOBHMX MOCTPOSHEE, B POIYALTATO Bi-
NG KOTOPUX HA KEKOM-TO /7 - mare OyAeT MOOTPOOH OJGIH KO-
nowt (oSossawme ero vepes /), & Ha K oM - Xpyrof Kowen (0%~
Ky 8 ). Ha WIOOKOOTE NOCTPOEM MPIIOYFOMLHYD ASKEPTORYD OHOTOMY A
4 xoopmmar. Iyors A/<,4), 87,4/ -
KOODXEHATH TOOTDOGHHUX TOWeK. Jas-
A b i otpo @ v, &, TOOTPOBK
na mozomnzexsiof noxyoon OF ,
0 TOTRA JB DTEX O7DOSKOD BHDAEA-
z 08 WORRE @11, 2p

9(4,8)=2=VE&-r)4p-8)" , r.e. noma ompesia %~ mupaxasn-
on epos woxa o, p, Y, & o mowomsD xomeWOTe WHOZA ooHOBRNX NOR -
ormt. Do Toxakek, o o w0 o, p,y, ¢ Bipaxavron sopos
4,015/, O TOUOHSD KOROWHORO WHOXA SONOBRIX FofloT, 70 T00-
pova dyzbe foxasasa (vmma orpeska X PUPERESTO 0 HOMONSD KO-
HOUHOTO WHOJA OOHOBEMX ReRoru).

Sauerii, 70 0 ToOTPOGNINS TOUG B T0F T0OTORIISE HOD-
S¥pasisie UPORSBONBHO, JHGG KAK OOWEe 70%~

“wonz

Ay e

Brcoeare - U | Astodmmype- N\ N\ IO ) A £ (8] 1 [ 9 - A~ zaal

Cp.S  Paal 513 HalS CT1 Konl pycoai(Po B





image72.wmf
р

а

а

~

,...,

~

1


image73.wmf
2

2

)

(

)

(

d

b

g

a

-

+

-


image2.jpeg




image74.png
W pcyHiy - Microsoft Word

@ain [paca Bua Brraska Gopwar Cepoc Dsbhus Qo Crpasca Boeave sonpoc - x

NS EHRASQ VB S BT “v”v\gJJ@ (B3 0 1% - @) direwe

§ A4 Oborrri + Cre . Times New Roman B-¥-A-xx B

S R R R (SR owermmesce

Bbepnre
) mepecevomms pma (TpHSOM XAXESR TIPS TPOBOROHE T9POD scrsenenii

2 noorposmaun Toma); ofuerr:
) mapecetoims OKpyIIOOTH ¥ TpRIOR (OKPYREOOTS ToOTPOGHA Y668 @y A

2 moozpoeimmie Towxm);

ey pr—

‘Pacouorpmx oxyad a). Ilyors Tpawas € UpOBOISHA 0PSOV

Culx,u)n B G
Horamaw, w0 ot X, 4 , % 4 g o~
77 i mapazn o3 0, 0 To-
Moo RotewIoRo wozn consim et
(K402 . Jotormmromuo, myors ypamn
e ..W.,. €, muor B

grec g

oo ySomTSON, VIO Wom q V&, wupanavon Sapes %%, %, Jg.

© uouomo KomswORo oA coromnex AeRoTExL. To 38 0B0D EGT
[T ——— R SR PEY)

- kd ' epaerper ~

) at,

LIk}

“wo it

Al | yevese rexcr.. |

Brcoearwe - U | aetodmye~ N\ N\ IO ) A £ 8] 1| 9 Z - A zaal

Cp. 1 Paal 113 Ha32m CT3  Konl pycoai(Po B





image75.wmf
î

í

ì

=

+

+

=

+

+

;

0

,

0

2

2

2

1

1

1

d

y

c

x

b

d

c

x

b


image76.wmf
î

í

ì

=

-

+

-

=

+

+

;

)

(

)

(

,

0

2

2

1

2

1

R

y

y

x

x

d

cy

bx


image77.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

-

+

-

=

-

+

-

.

)

(

)

(

,

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

R

y

y

x

x

R

y

y

x

x


image78.wmf
t


image79.wmf
2

2

)

2

2

(

t

pt

pt

×

=


image80.wmf
.

2

2

t

pt

×

=

x


image81.wmf
pt

2


image82.wmf
2

t


image83.wmf
pt

2


image3.jpeg




image84.wmf
1

=

t


image85.wmf
p

2


image86.wmf
-

=

+

+

+

i

x

x

x

t

t

t

t

t

(

0

3

2

2

1

3

0


image87.wmf
-

=

p

b


image88.wmf
.

3

3

3

b

a

p

=

-


image89.wmf
.

3

3

3

b

p

a

-

=


image90.wmf
.

0

3

 

:

вид

 

имеет

 

уравнение

 

предыдущее

 

Тогда

.

cos

2

,

cos

2

 

Положим,

.

0

cos

2

cos

6

cos

8

,

cos

3

cos

4

3

cos

;

3

3

3

3

=

-

-

=

=

=

-

-

-

=

=

=

b

x

x

b

x

сos

j

a

j

j

j

j

j

a

a

j


image91.jpeg
2

(1)




image92.wmf
.

0

1

3

3

=

-

-

x

x


image93.wmf
.

3

,

0

3

,

2

1

±

=

=

х

x


